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Analiza sztywności zginanych
przekrojów żelbetowych

z wykorzystaniem nieliniowych zależności
konstytutywnych – przykłady obliczeniowe

Stiffness analysis of bent reinforced concrete cross-sections,
based on nonlinear constitutive dependencies – calculation examples
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W grudniowym numerze miesięcznika „Materiały Budow-
lane” 12/2013 ukazał się artykuł prezentujący pierwszą
część badań dotyczących analizy sztywności zginanych
przekrojów żelbetowych. Przedstawiono w nim podstawy
teoretyczne zagadnienia oraz szczegółowo omówiono zasa-
dę działania numerycznego algorytmu określania funkcji
sztywności belek żelbetowych. Algorytm umożliwia uwzględ-
nianie dowolnych nieliniowych zależności konstytutywnych
odnoszących się do betonu i stali zbrojeniowej. Został on za-
implementowany w autorskim programie komputerowym.
W tym artykule, stanowiącym kontynuację opublikowanego
w numerze 12/2013, przedstawiono wyniki wybranych ana-
liz numerycznych, w których wykorzystano związki konsty-
tutywne określone w normie PN-EN 1992-1-1:2008 Euro-
kod 2. Projektowanie konstrukcji z betonu. Część 1-1: Re-
guły ogólne i reguły dla budynków.

Opracowany algorytm obliczania nieliniowej sztywności prze-
krojów żelbetowych oraz jego implementacja komputerowa ma-
ją służyć obliczaniu tablic zależności moment M – krzywizna 1/r.
Tablice te, czy inaczej – funkcje określone w sposób dyskret-
ny, będą docelowo wykorzystane w opracowywanym progra-
mie do nieliniowej analizy statycznej belek żelbetowych. Anali-
za sztywności w zależności od przyjętych parametrów może
prowadzić do interesujących wniosków i spostrzeżeń.

Analiza sztywności w zależności od funkcji
konstytutywnych dla betonu

W celu oceny wpływu przyjętej zależności napręże-
nie – odkształcenie (σc – εc) na sztywność giętną przekro-
jów wykonano osiem serii obliczeń, których wyniki przedsta-
wiono na rysunku 1. Na wszystkich wykresach (rysunki 1 – 3)

na osi poziomej odłożona jest krzywizna (1/r), na osiach pio-
nowych mamy odpowiednio moment zginający – M, siecz-
ną sztywność giętną – EJm, styczną sztywność giętną – EJ
(ich definicje można znaleźć w części pierwszej artykułu
opublikowanego w miesięczniku „Materiały Budowla-
ne” 12/2013). Każdej serii obliczeń wykonanych dla określo-
nych danych i przy założeniu zależności σc – εc właściwej dla
analizy nieliniowej (na wykresie odpowiadają im linie ozna-
czone wielkimi literami) odpowiada seria dla tych samych da-
nych, przy zależności σc – εc jak do projektowania przekro-
jów (linie oznaczone małymi literami). Wspólne dane w każ-
dej serii obliczeń, to: wymiary przekroju b × h = 100 × 50 cm;
zbrojenie wyłącznie dołem (As2 = 0) stalą A-III, o środku cięż-
kości określonym odległością a1 = 4 cm. Dane różne dla po-
szczególnych serii, to:

Streszczenie. Bazując na autorskim algorytmie numerycznym
(prezentowany w grudniowym numerze miesięcznika), prze-
prowadzono analizę sztywności zginanych przekrojów żelbeto-
wych. Badano wpływ takich czynników, jak: stopień zbrojenia,
klasa wytrzymałości betonu, obecność zbrojenia ściskanego,
przyjęta zależność konstytutywna σc – εc. Wyniki obliczeń
przedstawiono w formie wykresów z komentarzem wyjaśnia-
jącym.
Słowa kluczowe: analiza nieliniowa, sztywność przekroju, żelbet.

Abstract. On the basis of the authorial numerical algorithm (pre-
sented in December 2013 issue of „MateriałyBudowlane”) the stif-
fness analysis of bent reinforced concrete cross-sections has been
carried out. The influence of the following factors have been exa-
mined: reinforcement ratio, compressive strength classes, presen-
ce of compressive reinforcement, stress – strain relationship. The
results have been presented in graphical form with explanations.
Keywords: non-linear analysis, stiffness of cross-section, rein-
forced concrete.

* Uniwersytet Technologiczno-Przyrodniczy w Bydgoszczy, Wydział
Budownictwa, Architektury i Inżynierii Środowiska

Rys. 1. Analiza sztywności dla różnych zależności σσc – εεc
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● se rie A i a: be ton C25/30, zbro je nie 10 #20
o As1 = 31,4 cm2, co od po wia da stop nio wi zbro je nia 0,68%;

● se rie B i b: be ton C55/67, zbro je nie 10 #20 o As1
= 31,4 cm2;

● se rie C i c: be ton C25/30, zbro je nie 50 #20 
o As1 = 157,0 cm2, co od po wia da stop nio wi zbro je nia 3,41%;

● se rie D i d: be ton C55/67, zbro je nie 50 #20 
o As1 = 157,0 cm2.

W przy pad ku be lek o sto sun ko wo małym stop niu zbro je -
nia (li nie A, a, B i b) za uwa żyć moż na nie wiel kie róż ni ce wy -
ni ków za rów no przy odmiennych za leż no ściach σc – εc (po -
rów na nie li nii A z a i B z b), jak i przy róż nych kla sach be to -
nu (po rów na nie li nii A z B i a z b). W przypadku be lek sil nie
zbro jo nych (li nie C, c, D i d) wi docz ne jest, że wpływ przy ję -
tej za leż no ści na prę że nie – od kształ ce nie na sztyw ność jest
duży. Naj więk sze róż ni ce za uwa żyć moż na dla bel ki z be to -
nu C25/30 (li nie C i c). Cha rak te ry stycz ne jest rów nież to, że
dla li nii c na wy kre sie sztyw no ści stycz nej nie po ja wia się
stre fa gwał tow ne go spad ku sztyw no ści. Spa dek ten zwią za -
ny jest z za cho wa niem się sta li zbro je nio wej, dla któ rej za leż -
ność σc – εc jest bi li ne ar na. Stre fa spad ku od powia da prze -
cho dze niu wy kre su σc – εc z czę ści ro sną cej w sta łą, co ozna -
cza po czą tek pla stycz ne go pły nię cia sta li. Wy ni ka z te go, że
pa ra me try przy ję te dla li nii c spo wo do wa ły sy tu ację upla stycz -

nia nia się be to nu przy jed no cze snej li nio wo -sprę ży stej pra cy
sta li (zbro je nie nie za czę ło się upla stycz niać).

Z prze pro wa dzo ne go po rów na nia wy ni ka, że przy małym
stop niu zbro je nia róż ni ce przy sto so wa niu odmiennych za leż -
no ści σc – εc są na ty le małe, że mo gą być po mi ja ne w ob li -
cze niach sta tycz nych. Ozna cza to, że w ana li zie sta tycz nej
moż li we jest sto so wa nie związ ków na prę że nie – od kształ ce -
nie wła ści wych do wy mia ro wa nia prze kro jów, przy czym nie
okre ślo no gra nic do pusz czal no ści ta kie go po stę po wa nia.
W przy pad ku be lek sil nie zbro jo nych wy bór za leż no ści 
σc – εc ma du ży wpływ na funk cje sztyw no ści gięt nej.

Wpływ kla sy wy trzy ma ło ści be to nu
na funk cje sztyw no ści be lek

Przy ję cie bi li ne ar nej za leż no ści na prę że nie – od kształ -
ce nie dla sta li zbro je nio wej oraz to, że jej mo duł sprę ży -
sto ści jest ta ki sam dla róż nych ga tun ków sta li, po wo du -
je, że w prak ty ce ga tu nek sta li nie wpły wa na funk cje
sztyw no ści be lek. Potwierdza to również fakt, że 
w przypadku róż nych ga tun ków sta li moż na tak do brać po -
la po wierzch ni ich prze kro jów, aby uzy skać iden tycz ne
wy kre sy Fs – ε. Spra wa przed sta wia się ina czej w od nie -
sie niu do kla sy be to nu, któ ra ma wpływ na kształt wy kre -
su σc – εc. W ce lu scha rak te ry zo wa nia za leż no ści po mię -
dzy funk cja mi sztyw no ści a kla są be to nu wy ko na no dwa -
na ście se rii ob li czeń. Pod sta wo we da ne w tym przykładzie,
to: wy mia ry prze kro ju b × h = 100 × 50 cm; zbro je nie 
wy łącz nie do łem (As2 = 0) sta lą A -III, o środ ku cięż ko ści
okre ślo nym od le gło ścią a1 = 4 cm. W pierw szych sze ściu
se riach (rysunek 2) przy ję to zbro je nie w po sta ci 10 prę tów
#20, co da je sto pień zbro je nia rów ny 0,68%. Ko lej ne 
se rie od no szą się do zbro je nia 50 #20, od po wia da ją ce go
stop nio wi zbro je nia 3,41% (rysunek 3). W obu przy pad -
kach przyj mo wa no ko lej no be ton: C16/20 (li nia F), C25/30
(li nia E), C35/45 (li nia D), C45/55 (li nia C), C55/67 (li nia
B) i C80/95 (li nia A).

Pierw szy wnio sek wy ni ka ją cy z analizy ry sun ków 2 i 3
jest oczy wi sty: zwięk sze nie ilo ści zbro je nia po wo du je istot -
ny wzrost sztyw no ści bel ki, nie za leż nie od kla sy wy trzy ma -
ło ści uży te go be to nu. W bel ce o nie wiel kim zbro je niu, sztyw -
no ść na po cząt ku wy kre su wy no si ok. 97 MNm2, a w bel ce
sil nie zbro jo nej – ok. 320 MNm2, co ozna cza 3,3-krot ny
wzrost, przy czym od po wia da ją cy te mu wzrost ilo ści zbro je -
nia jest 5-krot ny. Wska zu je to, że do zbra ja nie prze kro jów be -
to no wych jest dość sku tecz ną me to dą ogra ni cza nia ugięć be -
lek żel be to wych. War to przy tej oka zji wspo mnieć, że sztyw -
ność gięt na peł ne go prze kro ju be to no we go kla sy C25/30
(nie za ry so wa ne go, bez zbro je nia) wy no si 323 MNm2. 

Ana li za wy kre sów sztyw no ści przed sta wio nych na ry sun -
ka ch 2 i 3 mo że wska zy wać, że wzrost sztyw no ści zwią za -
ny z pod no sze niem kla sy wy trzy ma ło ści be to nu jest nie wiel -
ki. W przy pad ku bel ki sil nie zbro jo nej, od no sząc się do po -
cząt ków wy kre sów, wy no si on ok. 15% po mię dzy wy ni ka mi
dla be to nów C16/20 i C80/95. Trze ba jed nak uzmy sło wić so -
bie, że względ ny przy rost war to ści mo du łów sztyw no ści tych
be to nów wynosi ok. 45%. Ozna cza to, że sku tecz ność
zwięk sza nia sztyw no ści be lek  przez zwięk sza nie war to ści
współ czyn ni ka sprę ży sto ści (zwią za ne go z kla są wy trzy ma -
ło ści be to nu) jest więk sza niż w przy pad ku zwięk sza nia po -
la po wierzch ni zbro je nia roz cią ga ne go. Należy podkreślić,

Rys. 2. Ana li za sztyw no ści dla róż nych klas wy trzy ma ło ści be to -
nu przy stop niu zbro je nia 0,68%

Rys. 3. Ana li za sztyw no ści dla róż nych klas wy trzy ma ło ści be to -
nu przy stop niu zbro je nia 3,41%
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że wpływ klasy wytrzymałości betonu na kształt funkcji
sztywności jest tym większy, im wyższy jest stopień
zbrojenia belki.

Wpływ ilości zbrojenia ściskanego
na funkcje sztywności belek

Ostatnia z analiz dotyczy związku między ilością zbroje-
nia w strefie ściskanej a funkcją sztywności belki. Wykona-
no wiele obliczeń dla różnych klas wytrzymałości betonu,
stopnia zbrojenia rozciąganego i ilości zbrojenia ściskane-
go. Okazało się, że zbrojenie ściskane tym silniej modyfi-
kuje funkcje sztywności, im większy jest stopień zbrojenia
rozciąganego i im niższa klasa wytrzymałości betonu. Jest
to uzasadnione, gdyż w przypadku dużej ilości zbrojenia
dolnego i niskiej klasy betonu (a tym samym niskiego współ-
czynnika sprężystości), beton będzie doznawał dużych od-
kształceń, a jednocześnie zbrojenie rozciągane – odkształ-
ceń niewielkich. Moduł sprężystości stali jest kilkakrotnie
większy od modułu betonu, przy czym ta dysproporcja jest
większa w przypadku niższych klas betonu. W związku
z tym wprowadzenie prętów zbrojenia do strefy ściskanej
przekroju powoduje, że zbrojenie to przejmuje dużą część
naprężeń ściskających i zmniejsza odkształcenia w tej stre-
fie. Z kolei ograniczenie odkształceń jest równoznaczne ze
zwiększeniem sztywności belki.

Na rysunku 4 przedstawiono funkcje sztywności uzyska-
ne w jednej z przeprowadzonych serii obliczeń. Przyjęto
przy tym następujące dane: wymiary przekroju b × h = 100
× 50 cm; beton C16/20; zbrojenie dołem w postaci 40 prę-
tów #20 (co daje As1 = 125,6 cm2 i stopień zbrojenia rów-
ny 2,73%) ze stali A-III, o środku ciężkości danym odległo-
ścią a1 = 4 cm. Odległość a2, określająca położenie zbroje-
nia górnego, jest równa 4 cm. Kolejne wykresy odpowiada-
ją różnym ilościom zbrojenia ściskanego, które wynosiły:
As2 = 0 (linia E); As2 = 0,25As1 (linia D); As2 = 0,5As1 (linia C);
As2 = 0,75As1 (linia B); As2 = As1 (linia A).

Kształt wykresów potwierdza wcześniej omówioną zależ-
ność: zbrojenie ściskane zwiększa sztywność giętną belek
żelbetowych. Można również zaobserwować, że dokładanie
każdej następnej ilości zbrojenia ściskanego (kolejne wykre-
sy odpowiadają przyrostom o 0,25As1) powoduje coraz

mniejszy względny przyrost sztywności. Poza tym, wraz ze
zwiększaniem ilości zbrojenia ściskanego wykresy M – (1/r)
nabierają kształtu zbliżonego do bilinearnego. Spowodowa-
ne jest to zwiększonym udziałem stali zbrojeniowej (rozcią-
ganej i ściskanej) w przenoszeniu naprężeń (zależność σ – ε
dla stali jest bilinearna).

Podsumowanie
Opracowano i zaimplementowano w autorskim progra-

mie numeryczny algorytm obliczania funkcji sztywności
giętnej belek żelbetowych. Istotnymi cechami tego algoryt-
mu są:

● możliwość uwzględniania dowolnych zależności kon-
stytutywnych dla betonu i stali zbrojeniowej (w pracy przy-
jęto zależności określone w EC2);

● uniwersalność umożliwiająca analizę belek pojedynczo
lub podwójnie zbrojonych o dowolnym kształcie przekroju po-
przecznego;

● możliwość analizy bardziej zaawansowanych modeli
pracy belek żelbetowych, np. uwzględniających pracę beto-
nu w strefie rozciąganej przed i po zarysowaniu (uwzględ-
nienie współpracy betonu zarysowanego ze zbrojeniem roz-
ciąganym nie podnosi wytrzymałości, ale zwiększa sztyw-
ność belek, co może wpływać na ograniczenie ugięć).

Bazując na opracowanym algorytmie, wykonano wiele se-
rii obliczeń. Wykazano istotny wpływ na funkcję sztywności
belki zginanej takich czynników, jak: stopień zbrojenia, kla-
sa wytrzymałości betonu, obecność zbrojenia ściskanego,
przyjęta zależność σc – εc. Badania numeryczne, z uwagi
na dyskretne rozwiązania, pozwoliły autorom na przeprowa-
dzenie wyłącznie analizy ilościowej. Niemniej zaobserwowa-
no wiele interesujących prawidłowości, m.in.:

■ wpływ klasy wytrzymałości betonu na sztywność belki
zginanej jest tym większy, im większy jest jej stopień zbro-
jenia;

■ w opracowanym algorytmie podstawą do obliczenia
sztywności giętnej belek żelbetowych była zależność mo-
ment – krzywizna: M – (1/r); w przypadku belek słabo zbro-
jonych nabiera ona cech zależności σ – ε stali zbrojeniowej
(jej wykres upodabnia się do bilinearnego), a w przypadku
belek silnie zbrojonych staje się zakrzywiona;

■ wprowadzanie zbrojenia do strefy ściskanej zwiększa
sztywność belki (co jest oczywiste) i powoduje upodobnia-
nie się zależności M – (1/r) do bilinearnej.

Uzyskane wykresy wskazują wyraźnie na ścisłą zależ-
ność sztywności belek od krzywizny w procesie zginania.
Teoria liniowa, stosowana powszechnie w obliczeniach in-
żynierskich, uwzględnia stałość cech dla materiału i ele-
mentów konstrukcyjnych niezależnie od ich odkształceń.
Wprowadzenie innych zależności σc – εc w fazie statycz-
nej analizy nieliniowej i wymiarowania (jak np. w EC2) jest
niespójne. Dobrym rozwiązaniem w projektowaniu kon-
strukcji żelbetowych byłoby stosowanie algorytmu, który
jednocześnie umożliwia analizę statyczną w zakresie nie-
liniowym oraz wymiarowanie odpowiadające tej analizie.

Uzyskane wyniki wskazują, że odmienne zależności
σc – εc powodują niewielkie różnice sztywności belek o nie-
wielkim zbrojeniu, co daje duże szanse na ujednolicenie
tych sztywności. W przypadku belek silnie zbrojonych róż-
nice te są znaczne.

Rys. 4. Analiza sztywności w zależności od ilości zbrojenia w stre-
fie ściskanej
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