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Współczynnik kształtu stanowi iloraz
średniej wytrzymałości na ściskanie
elementów próbnych muru i średniej
wytrzymałości próbek nienormowych.
Uzyskano następujące wartości współ-
czynników: d2cegły = 0,47; d3cegły = 0,49.

Podsumowanie
Wytrzymałość murów zależy od pa-

rametrów elementów murowych oraz
zaprawy. Sposób laboratoryjnego wy-
znaczania wytrzymałości na ściskanie
murów określa norma [2], zgodnie
z którą badania wykonuje się na spe-
cjalnie przygotowanych próbkach, tzw.
elementach próbnych muru, które po-
winny mieć stosunkowo duże wymiary,
co jest niemożliwe w przypadku próbek
pobieranych z budynków istniejących.

Na przykładzie XIX-wiecznego bu-
dynku omówiono sposób laboratoryjne-
go wyznaczania wytrzymałości murów
na ściskanie. Pobrane próbki znacznie
różniły się wielkością i proporcjami wy-
miarów od normowych elementów
próbnych. Wiedza na temat badań wy-

trzymałości na ściskanie próbek ele-
mentów murowych lub betonu pozwa-
lała przypuszczać, że w przypadku wy-
trzymałości murów kształt i wymiary
próbek będą miały istotny wpływ na wy-
niki. Z tego względu wykonano dodat-
kowe badania dwóch serii próbek po-
równawczych, wykonanych w laborato-
rium – jednych zgodnych z normą [2],
a drugich odpowiadających kształtem
i wymiarami próbkom pobranym z bu-
dynku. Pozwoliło to na obliczenie
współczynników kształtu (podobnie jak
to ma miejsce w przypadku badania
elementów murowych), dzięki którym
oszacowano normową wytrzymałość
murów w przedmiotowym budynku.
Wartość współczynników kształtu, bę-
dących ilorazem wytrzymałości okre-
ślonej na elementach próbnych do wy-
trzymałości próbek nienormowych, wy-
niosła 0,47 i 0,49. Oznacza to, że
względny błąd przy określaniu wytrzy-
małości murów na próbkach niezgod-
nych z normą [2] może być bardzo du-
ży i wynosić nawet ponad 100%.

Uzyskane różnice wytrzymałości
murów wyznaczone na próbkach o róż-
nym kształcie i wymiarach pozwalają
stwierdzić, że wytrzymałość określana
na podstawie badań próbek niezgod-
nych z normą [2] nie powinna być przyj-
mowana jako miarodajna przy spraw-
dzaniu warunków nośności.
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N iezawodność procesów in-
westycyjno-budowlanych jest
szczególnie istotna w przypad-
ku realizacji inwestycji strate-

gicznych pod względem np. bezpie-
czeństwa czy rozwoju i pozycji kraju
na rynku międzynarodowym. Wiąże się
to z planowaniem czasu trwania reali-
zacji inwestycji, jej kosztem oraz jako-
ścią robót budowlanych.

Analizując ryzyko sprawnego prze-
prowadzenia inwestycji, istotne i ważne
jest określenie poziomu bezpieczeń-
stwa realizacji w warunkach losowych
wybranych zjawisk i zdarzeń. Bezpie-
czeństwo to można rozumieć wprost ja-

ko niezawodność procesu budowlane-
go, przy czym wydaje się, że model nie-
zawodności tego procesu nie jest jedno-
znacznie zdefiniowany.

Głównymi zmiennymi losowymi pro-
cesu inwestycyjno-budowlanego są
czas i cena. Współczesne, praktyczne
metody projektowania tego procesu
w niewielkim stopniu wykorzystują
wiedzę dotyczącą losowości wielu zja-
wisk towarzyszących. Analizą probabi-
listyczną i oceną niezawodności pro-
cesów budowlanych zajmuje się inten-
sywnie rozwijana nowa dziedzina wie-
dzy – niezawodność procesów bu-
dowlanych (lub/i inwestycyjno-bu-
dowlanych).

W artykule przedstawiono nową
metodę analizy niezawodności proce-
sów inwestycyjno-budowlanych opra-
cowaną przez analogię do analizy nie-

zawodności konstrukcji z wykorzysta-
niem tzw. wskaźnika niezawodności β
[1, 2]. Proponowana metoda istotnie
wzbogaca dotychczasowe rozważania
(np. [3, 4]).

Sposoby określania
niezawodności konstrukcji

W analizie niezawodności konstruk-
cji początkowo przyjmowano, że zmien-
ne losowe są normalne i niezależne,
a funkcja graniczna ma charakter linio-
wy. Prowadziło to do bardzo prostego
zdefiniowania tzw. wskaźnika nieza-
wodności β. W przypadku nieznanych
rozkładów prawdopodobieństwa doko-
nywano linearyzacji wokół wartości
średnich, co prowadziło także do dość
prostego zdefiniowania wskaźnika nie-
zawodności Cornella βC [5]. Wadą tego
sformułowania była zależność wskaźni-
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ka βC od przyjętej postaci funkcji stanu
granicznego. Skorygowali to w 1974 r.
Hasofer i Lind [6], lokalizując tzw. punkt
projektowy, tj. punkt wyrażający taką re-
lację zmiennych losowych w obszarze
awarii (zawodności), której odpowiada
największa wartość funkcji gęstości
prawdopodobieństwa. Linearyzacja
funkcji prawdopodobieństwa w tym
punkcie projektowym pozwala zdefinio-
wać tzw. wskaźnik niezawodności
Hasofera – Linda βH, który jest nie-
zmienny ze względu na równoważne
sformułowanie funkcji granicznej.

W 1978 r. Rackwitz i Fissler wykorzy-
stali ideę wskaźnika Hasofera, co pole-
gało na transformacji niezależnych
zmiennych losowych o dowolnych roz-
kładach prawdopodobieństwa do stan-
dardowych zmiennych normalnych i za-
proponowali sposób poszukiwania
punktu projektowego [7]. Hoherbichler
i Rackwitz rozwinęli to podejście [8],
wykorzystując transformację Rosen-
blatta [8] do transformacji zależnych
zmiennych losowych do przestrzeni
standardowej [9].

Metody projektowania konstrukcji
można klasyfikować na podstawie spo-
sobu oceny niezawodności, jako:

● metody deterministyczne (poziom 0);
● metody półprobabilistyczne (po-

ziom 1);
● metody probabilistyczne (pozio-

my 2 i 3);
● metody optymalizacyjne (poziom 4).
W teorii niezawodności konstrukcji

obecnie stosuje się następujące meto-
dy probabilistyczne:

■ metody poziomu 2 zapewnienia
niezawodności (FORM – First Order
Reliability Methods);

■ metody poziomu 3 zapewnienia
niezawodności (SORM – Second Or-
der Reliability Methods).

Metody probabilistyczne poziomu 2.
nie wymagają znajomości typu rozkła-
dów prawdopodobieństwa zmiennych
podstawowych i określane są przez
wartość oczekiwaną (przeciętną, śred-
nią) i odchylenie charakterystyczne
(standardowe). Metody probabilistycz-
ne poziomu 3. charakteryzują się dwie-
ma podstawowymi cechami:

● znane są rozkłady prawdopodo-
bieństwa zmiennych losowych;

● miarą niezawodności jest wprost
prawdopodobieństwo tego, że przy za-
łożonym obciążeniu nie zostaną osią-
gnięte stany niebezpieczne (zawodne).

Propozycja modelu
niezawodności procesu
inwestycyjno-budowlanego

Proces inwestycyjno-budowlany po-
winien być tak zaprojektowany, aby
z odpowiednim stopniem niezawodności
mógł się oprzeć niepożądanym działa-
niom, które mogą zajść w trakcie jego
realizacji. Zawodność jest takim stanem
procesu, w którym przestaje on speł-
niać wymagania projektowe oraz ocze-
kiwane.

Problematyka niezawodności proce-
sów inwestycyjno-budowlanych bazuje
na następujących założeniach:

■ proces inwestycyjno-budowlany
może znajdować się w jednym z dwóch
dopuszczalnych stanów, tj. w stanie
bezpiecznym lub w stanie awaryjnym
(zawodnym); przez awarię należy rozu-
mieć niespełnienie ograniczeń nałożo-
nych na rozważany proces;

■ parametry opisujące stan procesu
traktowane są jako zmienne losowe;

■ problemy analizy niezawodności
dotyczyć będą tzw. niezawodności ele-
mentu; przez element rozumie się ca-
ły proces inwestycyjno-budowlany lub
jego część, którego stan określony jest
przez jedną funkcję zawodności (awa-
rii). Należy dodać, że przedstawiona
propozycja nie obejmuje niezawodno-
ści systemowej (związanej z możliwo-
ścią sekwencji zawodności poszcze-
gólnych elementów).

Przyjęto, że niezawodność procesu
inwestycyjno-budowlanego zależy od
losowego rozkładu dwóch następują-
cych par ją generujących:

■ ceny budowy rozważanego obiek-
tu budowlanego C(ω) i kosztów realiza-
cji innych podobnych obiektów wcze-
śniej wybudowanych K(ω);

■ planowanego czasu (okresu) bu-
dowy rozważanego obiektu P(ω) i cza-
su (okresu) realizacji innych podobnych
obiektów wcześniej wybudowanych
Q(ω);
gdzie ω – parametr oznaczający loso-
wy charakter analizowanej cechy.

Oszacowanie niezawodności proce-
su inwestycyjno-budowlanego wiąże
się zwykle ze znajomością rozkładów
funkcji losowych fC, fK, fP, i fQ. Podsta-
wą do określenia funkcji ceny C(ω)
i planowanego czasu budowy P(ω) są
przede wszystkim projekty budowlano-
-wykowacze, przedmiary robót budow-
lanych oraz kosztorysy sporządzone

na podstawie tych przedmiarów. Kosz-
ty realizacji procesu K(ω) i czas reali-
zacji Q(ω) wynikają z analiz statystycz-
nych, np. podobnych, wcześniej wybu-
dowanych obiektów budowlanych.

W probabilistycznym sensie, nieza-
wodność można zdefiniować jako
prawdopodobieństwo tego, że obiekt
zostanie wybudowany za określoną
cenę C i w określonym czasie P. Mia-
ra niezawodności procesu inwestycyj-
no-budowlanego R rozumiana jest ja-
ko prawdopodobieństwo dla ustalone-
go czasu i jest definiowana następu-
jąco:

Rc = Pr{C(ω) ≥ K(ω)} (1)
oraz/lub

Rp = Pr{P(ω) ≥ Q(ω)} (2)
W przypadku, gdy C(ω) < K(ω)

oraz/lub P(ω) < Q(ω) mamy do czynie-
nia z zawodnością procesu, a prawdo-
podobieństwo tego zdarzenia wynosi:

Ac = Pr{C(ω) < K(ω)} (3)
oraz/lub

Ap = Pr{P(ω) < Q(ω)} (4)
Prawdopodobieństwo tej zawodno-

ści przedstawiono na rysunku 1, gdzie:
C
—

, K
—

, P
—

i Q
—

– wartości oczekiwane (wartości
średnie w przypadku rozkładu normalnego).

Rys. 1. Analiza zawodności procesu inwe-
stycyjno-budowlanego (w przypadku roz-
kładu normalnego)
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Niezawodność procesu budowlane-
go łączy prawdopodobieństwo losowej
ceny C(ω) i kosztu K(ω) oraz/lub cza-
su P(ω) i Q(ω) i wyznacza się je ze
wzorów:

(5)

Gęstość prawdopodobieństwa lo-
sowej ceny i kosztu oraz czasów re-
alizacji procesów inwestycyjno-bu-
dowlanych mogą być opisane funk-
cjami o różnym rozkładzie. Zakłada-
my, że wielkości C(ω), K(ω), P(ω)
i Q(ω) mają rozkłady normalne w po-
staci:

(6)

gdzie:
C
—

, K
—

, P
—

i Q
—

– wartości średnie;
SC, SK, SP, SQ – odchylenia standardowe.

Jedną z miar niezawodności jest jej
losowy zapas Z(ω), który określa bez-
pieczeństwo (tj. zapas środków finan-
sowych przeznaczonych na realizacje
procesu inwestycyjno-budowlanego,
zapas czasu)

Zc(ω) = C(ω) – K(ω) ≥ 0 (7)

oraz/lub

Zp(ω) = P(ω) – Q(ω) ≥ 0 (8)

Losowe funkcje zapasu mogą przy-
bierać wartości dodatnie, ujemne lub
zerowe (rysunek 2). Przyjęto, że funk-
cje C(ω), K(ω), P(ω) i Q(ω) mają roz-
kład normalny i w związku z tym zmien-
na losowa Z(ω) również musi mieć roz-
kład normalny:

(9)

o parametrach wielkości średnich

Z
—

C = C
—

– K
—

(10)
Z
—

P = P
—

– Q
—

i odchyleń standardowych

(11)

gdzie:
ρ – współczynnik korelacji.

Niezawodność procesu inwestycyj-
no-budowlanego wyraża się przez
prawdopodobieństwo tego, że funkcja
zapasu Z(ω) nie przybierze wartości
ujemnych (rysunek 2). Oblicza się je
jako prawdopodobieństwo z następują-
cych wzorów (pole niezakreskowane
na rysunku 2)

(12)

Awaryjność (zawodność) procesu
inwestycyjno-budowlanego wyraża-
ją całki (pole zakreskowane na rysun-
ku 2)

(13)

Niezawodność można oszacować,
ustalając parametr t, dla którego funk-
cja Z(ω) przybiera wartość zerową. Ko-
rzystając z rysunku 2, mamy

Z
—

C – tZc
SZc

= 0 oraz Z
—

P – tZp
SZp

= 0 (14)

Wskaźniki (indeksy) niezawodności
tZc

≡ βC i tZp
≡ βP określa się współ-

czynnikami ufności lub współczynni-
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Rys. 2. Analiza losowej funkcji zapasu: a) ceny; b) czasu
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kami niezawodności i wyznacza ze
wzorów:

(15)

gdzie:
ρ – współczynnik korelacji.

W przypadku niezależnych zmien-
nych losowych C, K, P, Q (wtedy
ρ ≅ 0), wskaźniki niezawodności βC i
βP można interpretować graficznie ja-
ko odległość prostej stanów granicz-
nych od początku układu współrzęd-
nych standaryzowanych (rysunek 3)
[1, 6]

ξC = C – C
—

/sC, ξK = K – K
—

/sK (16)
ξP = P – P

—
/sP, ξQ = Q – Q

—
/sQ

W kolejnym kroku proponuje się doko-
nać integracji zdefiniowanych wskaźni-
ków βC i βP do tzw. globalnego wskaź-
nika niezawodności procesów inwesty-
cyjno-budowlanych β:

β = wCβC + wPβP (17)

gdzie:
wC i wP – wagi odpowiednio kosztów budo-
wy i czasu budowy, przy czym

wC + wP = 1 (18)

Przykład

Rozważano przykład dotyczący
budowy budynków wielorodzinnych
w stanie deweloperskim na terenie
Bydgoszczy w okresie 2012 – 2015. Wy-
brane wielkości statystyczne z próby
50 obiektów:

■ wartości średnie: ceny – C
—

=
3000,00 zł/m2; kosztu wybudowania –
K
—

= 2400,00 zł/m2; planowanego (pro-
jektowanego) czasu budowy – P

—
= 18

miesięcy; faktycznego czasu budowy –
Q
—

= 15 miesięcy;
■ odchylenie standardowe: SC =

300 zł/m2; SK = 200 zł/m2; SP = 1 mie-
siąc; SQ = 2 miesiące;

■ współczynniki korelacji: ρCK ≅ 0,
ρPQ ≅ 0.

Korzystając ze wzorów (15), obliczo-
no wskaźniki niezawodności: βC = 1,664;
βP =1,342.Przyjmując wagiwC =wP =0,5,
obliczono globalny wskaźnik niezawod-
nościβ, wg wzoru (17) i uzyskanoβ=1,503.
Związek wskaźnika niezawodności
z prawdopodobieństwem wystąpienia
awarii podaje np. Nowak [1] (tabela).

Zestawiając obliczone wartości nie-
zawodności z odpowiadającymi im
prawdopodobieństwami, otrzymano:

● wskaźnik niezawodności nieprze-
kroczenia ceny βC = 1,664 i odpowia-
dające prawdopodobieństwo 0,937;

● wskaźnik niezawodności nie-
przekroczenia terminu wybudowania
βP = 1,342 i odpowiadające prawdopo-
dobieństwo wynoszące 0,906;

● wskaźnik globalny β = 1,503 i od-
powiadające prawdopodobieństwo wy-
noszące 0,921.

Wnioski
Podczas analizy procesów losowo

zmiennych, a takim jest proces inwe-
stycyjno-budowlany, czasami znamy
rozkłady prawdopodobieństwa rozpa-
trywanych funkcji, a czasami nie.
W przypadku rozkładu normalnego
(Gaussa), problem określenia wskaźni-
ka niezawodności jest dość prosty,
a w przypadku nieznanych rozkładów

zawsze można skorzystać z transfor-
macji Rosenblatta [8] i przystosowania
jej do obliczeń niezawodności wg Ra-
kwitza i Hohenbichlera [7, 9].

Znajomość wskaźnika niezawod-
ności βC, βP i β umożliwia przyjęcie
optymalnego, w rozważanym przy-
padku pożądanego stopnia nieza-
wodności procesu inwestycyjno-bu-
dowlanego. Wskazane jest ustalenie
progowych (granicznych) wartości
wskaźników niezawodności i nadanie
im odpowiedniej zróżnicowanej waż-
ności (wagi).

Większość procesów czy zjawisk
technicznych charakteryzuje rozkład
normalny (Gaussa) i dlatego wskaźnik
niezawodności wydaje się efektywnym
sposobem określania niezawodności
tych procesów, w tym procesu inwe-
stycyjno-budowlanego.
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Rys. 3. Interpretacja geometryczna wskaź-
ników niezawodności ββC i ββP w przy pad ku
zmien nych lo so wych nie za leż nych

Wskaź nik nie za wod no ści a praw do po do -
bień stwo awa rii (za wod no ści)

Wskaźnik
nieza-
wodności

1,28 2,33 3,09 3,71 4,26 4,75 5,19 5,62 5,99

Prawdo-
podobień-
stwo awarii

10–1 10–2 10–3 10–4 10–5 10–6 10–7 10–8 10–9
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