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W Polsce przęsła o konstrukcji stalowej stanowią
ok. 50% ogólnej liczby przęseł mostów kolejo-
wych oraz 20% ogólnej liczby przęseł mostów
drogowych. Najczęściej występujące rozwiąza-

nia konstrukcyjne stosowane w mostach stalowych to przę-
sła złożone z dźwigarów blachownicowych. W związku z za-
awansowanym wiekiem pogarsza się kondycja determino-
wana narastającymi uszkodzeniami elementów konstruk-
cyjnych. Wymusza to konieczność ograniczeń w eksploata-
cji [1, 2, 5].

W artykule zaproponowano kompleksową metodykę mo-
delowania i nieliniowej analizy blachownicowych przęseł
mostów kolejowych i drogowych z uwzględnieniem deforma-
cji elementów, przy wykorzystaniu Metody Elementów Skoń-
czonych (MES). Ten typ uszkodzeń mostowych dźwigarów
blachownicowych bardzo często występuje i jest to efekt
wstępnych deformacji technologicznych oraz uderzeń pojaz-
dów w trakcie eksploatacji obiektów. Poprawność zapropo-
nowanej metodyki analiz numerycznych zweryfikowano do-
świadczalnie, wykorzystując wyniki badań nośności granicz-
nej dźwigarów blachownicowych przeprowadzonych w labo-
ratorium Uniwersytetu w Lublanie, opisanych szczegółowo
w pracy [8].

Kompleksowa analiza efektów uszkodzeń
Procedury analiz. Kompleksowa analiza zachowania się

mostowych dźwigarów blachownicowych z uszkodzeniami
w kolejnych fazach obciążenia, aż do zniszczenia,
a w szczególności wyznaczenie ich nośności granicznej, nie
jest łatwym zadaniem. Pojawia się problem utraty statecz-

ności, redystrybucji sił wewnętrznych w przekrojach dźwiga-
ra, co wymaga rozwiązania zagadnienia nieliniowego zarów-
no w sensie fizycznym, jak i geometrycznym. Proponowaną
ogólną procedurę nieliniowych analiz MES dźwigarów bla-
chownicowych w kolejnych fazach pracy aż do zniszczenia
pokazano na rysunku 1. Uwzględnia ona możliwość analizy
efektów uszkodzeń konstrukcji w postaci deformacji elemen-
tów składowych dźwigarów. Opracowana metodyka wyma-
ga zastosowania:

● liniowo-sprężystej analizy bifurkacyjnej (LBA – Linear
Buckling Analysis), która służy do wyznaczania wartości wła-
snych (obciążeń krytycznych i postaci wyboczenia). Jej
podstawą jest teoria zginania elementów cienkościennych
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Rys 1. Schemat nieliniowych analiz MES dźwigarów blachowni-
cowych z uszkodzeniami w kolejnych fazach pracy [6]
Fig. 1. Flow chart of nonlinear FEM analyses of bridge plate girders
with initial defects, in consecutive phases of girder behaviour until fa-
ilure [6]
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i małe ugięcia, przy założeniu liniowo-sprężystych właściwo-
ści materiału;

● analizy geometrycznie i fizycznie nieliniowej (GMNA
– Geometrically and Materially Nonlinear Analysis). Przyro-
stowa analiza wykorzystująca teorię zginania elementów
cienkościennych o idealnej geometrii i dużych ugięciach,
oparta jest na nieliniowej sprężysto-plastycznej charaktery-
styce materiału;

● analizy fizycznie i geometrycznie nieliniowej z imperfekcja-
mi (GMNIA – Geometrically and Materially Nonlinear Analysis
with Imperfections). Przyrostowa analiza oparta jest na teorii
dużych ugięć i założeniu nieliniowej sprężysto-plastycznej cha-
rakterystyki materiału, uwzględniającej w sposób jawny im-
perfekcje geometryczne w postaci niezamierzonych odchyłek
kształtu powierzchni środkowej elementu cienkościennego.

Analizy przęseł blachownicowych, zgodnie z proponowa-
na metodyką, przeprowadzane są w kolejnych fazach pra-
cy mostowych dźwigarów blachownicowych: liniowo-spręży-
stej, nadkrytycznej (nieliniowo-sprężystej lub/i sprężysto-
-plastycznej), nośności granicznej i zniszczenia. Podstawo-
wym wynikiem analiz są Ścieżki Równowagi Statycznej
(ŚRS) całego układu konstrukcyjnego oraz deformacje i na-
prężenia obliczone w poszczególnych punktach modelu ob-
liczeniowego dźwigara we wszystkich fazach obciążenia.
Maksymalna wartość obciążenia odczytana z wykresu ŚRS
jest nośnością graniczną konstrukcji.

Modele materiału, geometrii i elementy skończone. W li-
niowych zagadnieniach, m.in. wartości własnych (LBA) wy-
starczy przyjęcie sprężystych stałych materiałowych. W ana-
lizie GMNA i GMNIA zastosowano sprężysto-plastyczny mo-
del materiału, ze wzmocnieniem izotropowym, o charaktery-
styce bilinearnej. W prowadzonych badaniach pominięto efek-
ty, związane z prędkością odkształcenia (lepkością) czy rze-
czywistym utwardzeniem materiału, przy którym należałoby
rozpatrywać wzmocnienie kinematyczne. W rozwiązaniach
zagadnień z uwzględnieniem nieliniowości materiałowej za-
stosowano kryteria uplastycznienia Hubera–Misesa.

Na potrzeby analizy zagadnień stateczności oraz nośności
granicznej dźwigarów blachownicowych modele numeryczne
MES budować należy z elementów powłokowych – 4-węzło-
wych prostokątnych elementów z liniową interpolacją odkształ-
ceń wewnątrz elementu oraz 1 punktem całkowania (np. w sys-
temie Abaqus) oznaczonych jako S4R. Te elementy bowiem
są mało wrażliwe na problemy numeryczne, tzw. blokady ści-
nania (zakleszczenia, ang. shear locking) przy całkowaniu peł-
nym oraz do powstawania form pasożytniczych deformacji
(formy zero-energetyczne, ang.: spurious zero-energy modes)
w przypadku całkowania zredukowanego [3, 4, 7, 9].

Algorytm analiz nieliniowych oraz modelowanie wa-
runków brzegowych i obciążeń. Typowy schemat warun-
ków brzegowych oraz symbole oznaczeń parametrów geo-
metrycznych elementów składowych modelu obliczeniowe-
go dźwigara blachownicowego pokazano na rysunku 2. Na
przykładzie dźwigara dwupanelowego, który szczególnie
umożliwia analizę efektów powodowanych przez dominują-
ce siły poprzeczne, przedstawiono graficzną ilustrację obcią-
żenia w postaci zastosowanego wymuszenia kinematyczne-
go. Modele dźwigarów poddawane są wymuszeniom kinema-
tycznym definiowanym w punkcie referencyjnym powodują-
cym równomierne przemieszczenie całego przekroju dźwiga-

ra. Wymuszone przemieszczenie przekroju jest realizowane
przy użyciu elementów interakcyjnych typu Coupling [7],
a analizy przeprowadza się metodą iteracyjną z wykorzysta-
niem algorytmu Newtona–Raphsona. W procesie stopniowo
zwiększanego wymuszenia kinematycznego w punkcie
(węźle) referencyjnym powstaje reakcja. Jej wartość stano-
wi miarę nośności dźwigara (jego zdolności do przenosze-
nia obciążeń) przy określonym stanie jego deformacji. Po-
zwala to na przeprowadzanie analiz zachowania się kon-
strukcji w poszczególnych fazach pracy aż osiągnięcia no-
śności granicznej, jak również w fazie zniszczenia.

Doświadczalna weryfikacja numerycznych
procedur określania nośności granicznej
dźwigarów blachownicowych

Wyniki badań doświadczalnych dźwigarów blachownicowych
przeprowadzonych w laboratorium Uniwersytetu w Lublanie [8]
porównano z uzyskanymi przez nas wynikami analiz teoretycz-
nych. Miało to na celu weryfikację zastosowanej metodyki ana-
liz numerycznych. Kompleksowa kontrola dotyczyła procedur
analiz, sposobu modelowania konstrukcji, doboru elementów
skończonych, uwzględniania efektów imperfekcji geometrycz-
nych, strukturalnych i technologicznych, założeń dotyczących
warunków brzegowych podparcia i obciążenia, modelu mate-
riału, a także przyjętych algorytmów obliczeniowych.

Analiza dźwigarów blachownicowych w nieliniowych
fazach pracy. Schemat ideowy stanowiska badawczego
i podstawowe wymiary analizowanej konstrukcji pokazano
na rysunku 3. Rozpatrywana konstrukcja została ukształto-
wana i obciążona w taki sposób, aby dominującymi siłami
wewnętrznymi były siły poprzeczne i momenty zginające
powodujące zniszczenie w wyniku interakcji tych sił. Prze-
prowadzono testy obciążeniowe S0 i SC (rysunek 3). Pełne

Rys. 2. Warunki brzegowe oraz parametry geometryczne dźwiga-
ra (a) wraz z graficzną ilustracją wymuszenia kinematycznego (b)
Fig. 2. Boundary conditions and geometric parameters of girder (a)
and graphic illustration of kinematic excitation (b)

Rys. 3. Stanowisko badawcze oraz
podstawowe wymiary analizowa-
nego dźwigara [7]
Fig. 3. Test stand and basic dimen-
sions of analysed girder [7]

a) b)
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A obciążenie dźwigara przekazywane z siłownika hydraulicz-

nego na dźwigar zostało zrealizowane w ok. 10 fazach. Pod-
czas badań prowadzono ciągły pomiar odkształceń i defor-
macji w obrębie paneli SC i S0 oraz siły obciążenia.

Badaną konstrukcję odwzorowano przy użyciu modelu
geometrii klasy e2, p3, czyli złożonego z elementów dwuwy-
miarowych (e2) usytuowanych w przestrzeni trójwymiarowej
(p3), a analizy numeryczne, z zastosowaniem teorii dużych
przemieszczeń i małych odkształceń przeprowadzono
przy wykorzystaniu systemu Abaqus [7]. Wartości imperfek-
cji geometrycznych z pomiarów w przypadku testu SC po-
kazano na rysunku 4a, a dyskretny model obliczeniowy
na rysunku 4b.

Na rysunku 5 porównano Ścieżki Równowagi Statycznej
(ŚRS) uzyskane w wyniku badań doświadczalnych (a) oraz
na drodze analiz numerycznych (b). Otrzymano bardzo du-
żą zgodność wyników. Na rysunku 6 pokazano mapy prze-
mieszczeń prostopadłych do płaszczyzny środkowej środni-
ka w panelu SC w fazie zniszczenia. Obliczone deformacje
w obrębie analizowanych paneli wykazują dużą zgodność

z deformacjami pomierzonymi zarówno w stanie sprężysto-
-plastycznym, plastycznym, jak i w fazie zniszczenia. Mecha-
nizm zniszczenia jest spowodowany zarówno dużym zgina-
niem w obrębie analizowanego panelu, na co wskazują lo-
kalne wyboczenia w obrębie subpanelu górnego, jak również
dużym ścinaniem, na co wskazuje dobrze wykształcone po-
le ciągnień ukośnych w dolnym subpanelu.

Podsumowanie
Porównanie wyników badań eksperymentalnych i teore-

tycznych upoważnia do stwierdzenia, że zastosowana me-
todyka umożliwia efektywną nieliniową analizę zachowa-
nia się dźwigarów blachownicowych przy ścinaniu oraz
przy interakcji zginania i ścinania, z uwzględnieniem uszko-
dzeń w postaci deformacji konstrukcji. Uważamy, że zapro-
ponowana metodyka analiz będzie mogła być wykorzysty-
wana w procedurach oceny nośności eksploatowanych
konstrukcji, z uszkodzeniami w postaci nadmiernych defor-
macji.
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Rys. 4. Imperfekcje geometryczne (deformacje) panelu SC: a) war-
tości pomierzone [7]; b) dyskretyzacja w modelu obliczeniowym
autorów
Fig. 4. Geometric imperfections (deformations) of panel SC: a) measured
values [7]; b) discretization in computational model created by authors

Rys. 5. Ścieżki Równo-
wagi Statycznej (ŚRS):
a) wyniki badań do-
świadczalnych [7]; b)
wyniki analiz nume-
rycznych autorów
Fig. 5. Static stability
paths (SSP): a) experi-
mental results [7];
b) results of numerical
analyses carried out by
authors

Rys 6. Przemieszczenia
prostopadłe do płaszczy-
zny środkowej środnika
w panelu SC (test SC),
przy maksymalnym prze-
mieszczeniu pionowym
U = 70 mm: a) wartości po-
mierzone [7]; b) wartości
obliczone przez autorów
Fig. 6. Displacements per-
pendicular to central pla-
ne of web in panel SC (test
SC), at maximum vertical
displacement U = 70 mm:
a) measured values [7]; b)
values calculated by au-
thors
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