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Abstract. The paper presents an evaluation of the simplified
procedure for verifying the lateral torsional buckling of steel
beams according to PN-EN 1993-1-1 in comparison with the
rigorous method. The analyses showed that for short beams the
method may give unsafe results, particularly under top-flange
loading and for slender cross-sections (large h/bf), whereas for
beams of greater slenderness it is conservative. The procedure
should therefore be applied with caution, mainly as an auxiliary
tool and not as a substitute for lateral torsional buckling
calculations.
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ateral torsional buckling (LTB) is one of the

fundamental issues in the assessment of the resistance

of steel members in bending. It is a three-dimensional

phenomenon in which lateral displacement and
twisting of the cross-section occur simultaneously, and its
intensity depends, among other things, on the distance
between the points of lateral restraint, the support and restraint
conditions at the ends, the distribution of bending moments
along the member and the point of load application relative to
the shear centre. Consequently, a reliable assessment of LTB
is sensitive to the modelling assumptions and often governs
the structural solution (spacing of restraints, choice of cross-
-section).

In the general approach adopted in Eurocode 3 [1], edition 1,
the assessment is based on determining the elastic critical
moment M_ and then the slenderness A . and the reduction
factor y,.,, which depends on the lateral torsional buckling
curve. In design practice, M is most often determined from
analytical relationships in which the factors describing the
bending moment distribution and the types of loading, as well
as the support conditions at the member ends, appear
explicitly; these have been compiled and standardised, among
others, in document SN003a-PL-EU [2]. This method is
regarded as the reference in engineering calculations, but in
practical application it may be laborious and prone to
discrepancies resulting from the choice of boundary
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zgodnie 7 PN-EN 1993-1-1

Streszczenie. W artykule zaprezentowano oceng uproszczo-
nej procedury sprawdzania zwichrzenia belek stalowych
wg PN-EN 1993-1-1 w poréwnaniu z metoda doktadng. Anali-
zy wykazaly, ze w przypadku krétkich belek metoda moze da-
wac¢ wyniki niebezpieczne, szczegolnie przy obciazeniu gornej
potki i przekrojach smuktych (duze h/b), a w przypadku belek
o wigkszej smuktosci jest konserwatywna. Procedurg nalezy
wigc stosowac ostroznie, gtdéwnie jako narzedzie pomocnicze,
a nie substytut obliczen zwichrzenia.

Stowa kluczowe: zwichrzenie; belki stalowe; metoda uproszczo-
na; no$nosc¢ konstrukcji.

jawisko zwichrzenia (Lateral Torsional Buckling

— LTB) stanowi jedno z podstawowych zagadnien

oceny nosnos$ci stalowych elementéow zginanych.

Jest to zjawisko przestrzenne, w ktorym wystepu-
jajednocze$nie przemieszczenia boczne i skrecanie przekro-
ju, a jego intensywno$¢ zalezy m.in. od odlegtosci migdzy
punktami podparcia bocznego, warunkow podparcia i skre-
powania na koncach, rozktadu momentéw zginajacych
na dtugos$ci elementu oraz miejsca przytozenia obciazenia
wzgledem $rodka $cinania. W konsekwencji rzetelna ocena
LTB jest wrazliwa na zatozenia modelowe i czgsto determi-
nuje rozwiazania konstrukcyjne (rozstaw stgzen, dobor
przekroju).

W podejsciu ogdlnym przyjetym w Eurokodzie 3 [1] edy-
cja 1. podstawa oceny jest wyznaczenie sprezystego mo-
mentu krytycznego M _, a nastgpnie okreslenie smuktosci
A,; 1 wspotczynnika redukcyjnego y, . zaleznego od krzywej
zwichrzeniowej. W praktyce projektowej M wyznacza sig
najczg$ciej z zalezno$ci analitycznych, w ktoérych jawnie
wystepuja wspotczynniki opisujace rozktad momentow
zginajacych 1 typy obciazenia oraz warunki podparcia
na koncach elementu, co zestawiono i ustandaryzowano
m.in. w opracowaniu SN003a-PL-EU [2]. Metoda ta jest
uznawana za punkt odniesienia w obliczeniach inzynier-
skich, ale w praktycznym zastosowaniu moze by¢ praco-
chtonna i podatna na rozbiezno$ci wynikajace z doboru pa-
rametrow brzegowych oraz interpretacji schematu pracy bel-
ki w rzeczywistym ustroju. Coraz powszechniej do wyzna-
czania sprezystego momentu krytycznego zwichrzenia belek
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parameters and from the interpretation of the working scheme
of the beam in the actual structure. Increasingly, engineers use
computer software, e.g. LTBeamN [3], to determine the elastic
critical moment for lateral torsional buckling of beams. The
problem of lateral torsional buckling of steel beams, the
interpretation of the procedures contained in PN-EN 1993-1-1
and cases of members less susceptible to lateral torsional buckling
have also been discussed in the Polish literature [4 + 6].

Owing to the complexity of the analytical method of deter-
mining M_, in typical beam members in which the compression
flange is frequently restrained at discrete points (e. g. by purlins,
side rails, roof bracing or sheeting elements), PN-EN 1993-1-1
[1] permits, in clause 6.3.2.4, a simplified procedure for classi-
fying beams as ,,not susceptible to lateral torsional buckling”.
This procedure is based on the concept of an ,,equivalent com-
pression flange” and reduces the lateral torsional buckling pro-
blem to the verification of flexural buckling of an equivalent
member between the points of restraint. It is a computationally
fast and intuitive approach, intended for use in the case of beams
in buildings with discrete restraints to the %.

M

inzynierowie uzywaja oprogramowania komputerowego,
np. LTBeamN [3]. Problematyka zwichrzenia belek stalo-
wych, interpretacji procedur zawartych w PN-EN 1993-1-1
oraz przypadkow elementéw mniej wrazliwych na zwich-
rzenie byta rowniez omawiana w literaturze krajowej
[4 = 6].

Ze wzgledu na ztozono$¢ analitycznej metody wyznacza-
nia M_, w typowych elementach belkowych, gdzie pas Sci-
skany jest czgsto stgzany punktowo (np. przez platwie, rygle,
stgzenia polaciowe lub elementy poszycia), norma
PN-EN 1993-1-1 [1] dopuszcza w pkt 6.3.2.4 uproszczona
procedur¢ kwalifikacji belek jako ,,zabezpieczonych
przed zwichrzeniem”. Procedura ta opiera si¢ na koncepcji
~rownowaznego pasa $ciskanego” i sprowadza problem
zwichrzenia do sprawdzenia wyboczenia gigtnego elementu
zastgpczego pomigdzy punktami stezenia. Jest to podejscie
obliczeniowo szybkie i intuicyjne, przeznaczone do stoso-
wania w przypadku belek w budynkach z dyskretnymi stg-
zeniami pasa $ciskanego. Trzeba mie¢ jednak Swiadomosc,
Ze uproszczenie to w ograniczony spo-
sob opisuje zagadnienie zwichrzenia,

Mr7x

compression flange. It should be borne in
mind, however, that this simplification descri- A
bes the lateral torsional buckling problem on-

co moze prowadzi¢ do wyraznego kon-
serwatyzmu w poréwnaniu z analiza

I\

ly to a limited extent, which may lead to mar- |
ked conservatism in comparison with an ana-
lysis based on M_ according to [2].

The paper presents the theoretical back-
ground of the simplified procedure for as-
sessing lateral torsional buckling according z

M=const. |

Fig. 1. Simply supported beam subjected to
a uniform bending moment
Rys. 1. Belka swobodnie podparta obciqzona
stalym momentem zginajqcym

bazujaca na M_ wg [2].

W artykule przedstawiono podsta-
Wy teoretyczne uproszczonej proce-
dury oceny zwichrzenia wg normy
PN-EN 1993-1-1 [1], weryfikacjg, czy
jej stosowanie jest zawsze bezpieczne

to PN-EN 1993-1-1 [1], a verification of

oraz oceng doktadnosci w poréwnaniu

whether its use is always safe, and an asses-
sment of its accuracy in comparison with

z podejsciem referencyjnym polegaja-
cym na wyznaczaniu M_ oraz wspot-

the reference approach consisting in deter-
mining M_ and the lateral torsional buc-
kling reduction factor ;.. Analyses were
carried out for four cases of single-span
beams:

1) a beam with a constant bending
moment along the whole span (Figure 1);

2) a simply supported beam under a
uniformly distributed load (Figure 2);

3) abeam pinned at one end and rigidly
fixed at the other (a system approximately
corresponding to the end beam in a multi-
span system — Figure 3);

4) a beam rigidly fixed at both ends
(a system approximately corresponding to
an internal beam in a multi-span system —
Figure 4).

The selection of these cases makes it
possible to trace unambiguously the
influence of the boundary conditions and of
the bending moment distribution on the
results of the simplified procedure, and to
formulate practical conclusions concerning
the scope of its application and its
limitations.
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Fig. 2. Simply supported beam subjected to
a uniformly distributed load

Rys. 2. Belka swobodnie podparta obciqzona
rownomiernie roztozonym obciqzeniem

Fig. 3. Beam pinned at one end and rigidly
fixed at the other

Rys. 3. Belka podparta przegubowo z jednej
strony i sztywno zamocowana z drugiej

Fig. 4. Beam rigidly fixed at both ends
Rys. 4. Belka sztywno zamocowana z obu
stron

czynnika zwichrzenia y, .. Przeprowa-
dzono analizy czterech przypadkow
belek jednoprzgstowych:

1) belka o stalym momencie zgina-
jacym na calej dhugosci przesta (rysu-
nek 1);

2) belka swobodnie podparta, ob-
ciaZona réwnomiernie rozlozonym
obciazeniem (rysunek 2);

3) belka podparta przegubowo
z jednej strony i sztywno zamocowa-
na z drugiej (uktad w przybliZzeniu od-
powiadajacy belce skrajnej w ustroju
wieloprzestowym — rysunek 3);

4) belka sztywno zamocowana
z obu stron (uktad w przyblizeniu od-
powiadajacy belce posredniej w ustro-
ju wieloprzestowym — rysunek 4).

Dobor tych przypadkéw umozliwia
jednoznaczne przesledzenie wplywu
warunkéw brzegowych i rozktadu mo-
mentow na wyniki procedury uprosz-
czonej oraz sformutowanie praktycz-
nych wnioskéw dotyczacych zakresu
jej stosowania i ograniczen.
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Theoretical background of the simplified
method for assessing lateral torsional buckling
of beams (clause 6.3.2.4 of PN-EN 1993-1-1)

In accordance with the theory of thin-walled members with
open cross-sections, the loss of stability of a member in bending
is described by a system of coupled differential equations.
Solving this system of equations yields the critical moment of
elastic loss of stability of the member M_. For a beam with a
bisymmetric open cross-section [2], the critical moment M
depends on: the member length L; the flexural stiffness about
the weak axis EI ; the uniform torsional stiffness GI; the
warping stiffness EI ; the end restraint conditions of the
member; the bending moment distribution and the point of load
application over the depth of the cross-section. The formulae
for determining the critical moment M_ [2] are usually
complicated and discouraging for use in engineering practice.
There is, however, a need for an accurate evaluation of the
critical moment, and therefore various computer programs have
been developed. A reliable piece of software is LTBeamN [3].

When a beam with a bisymmetric cross-section (Figure 5a)
is bent about the major axis, one of its flanges is in compres-
sion and the other in tension. In such a situation the loss of sta-
bility of the beam is initiated by its compression zone. The
compression flange, acting like a slender column, tends to buc-
kle in the direction of the lowest stiffness (perpendicular to the
plane of bending). The tension flange, in turn, behaves in a sta-
ble manner and, through the web, attempts to restrain the com-
pression flange from displacing. Additional resistance is pro-
vided by the torsional stiffness of the whole section.

In response to the expectations of engineers, PN-EN 1993-1-1
[1] proposes in clause 6.3.2.4 a simplified procedure for
assessing lateral torsional buckling of members. The essential
idea of this method consists in reducing the three-dimensional
lateral torsional buckling problem (out-of-plane displacement
and twisting) to the one-dimensional problem of flexural
buckling of a single compression member. Standard [1] states
that members in bending, in which the compression flange is
laterally restrained at discrete points by restraints spaced at L ,
are not susceptible to lateral torsional buckling if the following
condition is satisfied:

a)

Podstawy teoretyczne uproszczonej metody
oceny zwichrzenia belek
(pkt 6.3.2.4 PN-EN 1993-1-1)

Zgodnie z teoria pretow cienkos$ciennych o przekrojach
otwartych, utrata stateczno$ci zginanego elementu jest opisa-
na uktadem sprzgzonych rownan rézniczkowych. W wyniku
rozwiazania tego uktadu rownan otrzymuje si¢ moment kry-
tyczny sprezystej utraty statecznosci elementu M _. W przy-
padku belki o przekroju otwartym bisymetrycznym [2], mo-
ment krytyczny M zalezy od: dtugosci elementu L; sztyw-
nosci gigtnej wzgledem osi stabszej EI ; sztywnosci na skrg-
canie swobodne GI,; sztywno$ci na skrecanie skregpowane EI ;
warunkoéw zamocowania na koncach preta; rozktadu momen-
tow zginajacych oraz miejsca przytozenia obciazenia na wy-
sokosci przekroju. Formuly do wyznaczania momentu kry-
tycznego M [2] sa zazwyczaj skomplikowane i zniechgcaja-
ce do stosowania w praktyce inzynierskiej. Istnieje jednak
potrzeba doktadnej oceny warto$ci momentu krytycznego,
dlatego tez opracowano rdzne programy komputerowe. Wia-
rygodnym oprogramowaniem jest LTBeamN [3].

Kiedy belka o przekroju bisymetrycznym (rysunek Sa) ule-
ga zginaniu wzgledem osi silnej, jeden z jej pasow jest $ciska-
ny, a drugi rozciagany. W takiej sytuacji utrata stateczno$ci
belki inicjowana jest przez jej strefe Sciskana. Pas $ciskany,
dziatajac niczym smukty stup, wykazuje tendencj¢ do wybo-
czenia w kierunku najmniejszej sztywnosci (w kierunku pro-
stopadtym do plaszczyzny zginania). Pas rozciagany zacho-
wuje si¢ z kolei stabilnie i przez $rodnik probuje powstrzymac
pas Sciskany przed przemieszczeniem. Dodatkowy opor sta-
wia sztywnos¢ skretna catego profilu.

Wychodzac naprzeciw oczekiwaniom inzynieréw, norma
PN-EN 1993-1-1 [1] w pkt 6.3.2.4 proponuje uproszczona
procedurg oceny zwichrzenia elementéw. Zasadnicza idea tej
metody polega na redukcji trojwymiarowego problemu zwi-
chrzenia (przemieszczenie z ptaszczyzny zginania i skr¢canie)
do jednowymiarowego problemu wyboczenia gigtnego poje-
dynczego preta Sciskanego. Norma [1] stanowi, ze elementy
zginane, w ktorych pas $ciskany jest stabilizowany punktowo
w kierunku bocznym stezeniami o rozstawie L, nie sa nara-
zone na zwichrzenie, jesli spetniony jest warunek:

b)

Fig. 5. Beam in bending: a) real member; b) equivalent compression member with a T-section
Rys. 5. Belka zginana: a) element rzeczywisty; b) zastepczy stup sciskany o przekroju teowym
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— k.L - M
1 = cHc <1 c,Rd
u if,z;{l <0 My,Ed (1)

where the symbols are as in expression (6.59) of standard [1].
Where condition (1) is satisfied, this does not mean that the
member is fully protected against lateral torsional buckling at
any value of the bending moment M g <M g Satisfaction of
the condition means that the bending moment M, ., is small
enough not to cause lateral torsional buckling of the member,
i.e. the lateral torsional buckling resistance of the member will
not be exceeded. At the same time, if condition (1) is not
satisfied, the lateral torsional buckling resistance of the
member should be verified according to the more complicated
expression (6.60) [1], or this may be done according to more
accurate procedures. Expression (1) was derived by reducing
the problem of lateral torsional buckling of a beam in bending
(Figure 5a) to the problem of buckling of an equivalent
compression member subjected to a force varying along its
length (Figure 5b) that depends on the bending moment
distribution. The length of the equivalent compression member
L, was taken as the product of the beam span L_between the
points restraining the compression flange and the correction
factor k , which depends on the bending moment distribution
in the beam over the analysed segment between restraints:
L =kL, 2)
where:
k, — correction factor allowing for the bending moment distribu-
tion in the beam over the analysed segment between restraints accor-
ding to Table 6.6 [1];
L, — distance between the restraints providing discrete lateral restra-
int to the compression flange.

The cross-section of the equivalent column (Figure 5b) is
a T-section and consists of the compression flange of the beam
and 1/3 of the compressed part of its web. In practice it is most
often a rectangle of depth equal to 1/6 of the web depth h_
and width equal to the web thickness t . For a column with
a T-section, the Euler critical force for flexural buckling about
the weak axis z may be written as:

2
s EIf,Z (3)

Nerp =—3
Leff

where:
I. — second moment of area of the equivalent T-section about the weak

fz

axis z.

According to Eurocode 3 [1], the relative slenderness of the
column in flexural buckling may be written as:

1 = |Afy _ Lerr (4)
y Ncr,f if,z/ll

E . Ifz
AM=r /—. ir, = ’— ,
! B 17 4

A, — area of the equivalent T-section.

Substituting equation (2) into (4) gives the left-hand side
of equation (1). The right-hand side of inequality (1) results

where:
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Z — kch <Z Mc,Rd
u if,z/-{l = e My,Ed

(1)

gdzie oznaczenia przyjgto jak w formule (6.59) z normy [1].

W przypadku, gdy spetniony jest warunek (1), to nie
oznacza, ze element jest catkowicie zabezpieczony przed
zwichrzeniem przy dowolnej wartoSci momentu zgina-
jacego M, < M .. Spelnienie warunku oznacza, Ze
moment zginajacy M, ;, ma na tyle mata warto$¢, ze nie
spowoduje zwichrzenia elementu, tzn. nie zostanie przekro-
czona no$nos¢ elementu na zwichrzenie. Jednoczes$nie,
jesli warunek (1) nie jest spelniony, to nalezy sprawdzac
nos$nos¢ elementu na zwichrzenie wg bardziej skompliko-
wanej formuty (6.60) [1] lub mozna to robi¢ wg doktad-
niejszych procedur. Wzér (1) wyprowadzono, sprowadzajac
zagadnienie zwichrzenia belki zginanej (rysunek Sa) do
zagadnienia wyboczenia rGwnowaznego preta Sciskanego
na dtugosci zmienna sila (rysunek 5b) zalezna od rozktadu
momentoéw zginajacych. Diugo$¢ rownowaznego prgta
sciskanego L . przyjeto jako iloczyn rozpigtosci belki L,
pomigdzy punktami przytrzymujacymi pas Sciskany i wspot-
czynnika korygujacego k_ zaleznego od rozktadu momen-
tow zginajacych w belce na analizowanym odcinku migdzy
stezeniami:

L =kL, 2)

gdzie:
kc — wspotczynnik poprawkowy uwzgledniajacy rozktad momentow zgi-
najacych w belce na analizowanym odcinku migdzy stgzeniami wg tabli-
ey 6.6 1],
L, — odleglos¢ migdzy stgzeniami stabilizujacymi punktowo pas $ciska-
ny w kierunku bocznym.

Przekroj zastgpczego stupa (rysunek 5b) jest teownikiem
i sktada si¢ z pasa $ciskanego belki oraz 1/3 $ciskanej czgsci
jej $rodnika. W praktyce najczesciej jest to prostokat o wyso-
kosci 1/6 wysokosci srodnika h i szeroko$ci rownej grubo$ci
scianki srodnika t . W przypadku stupa o przekroju teownika,
site krytyczna wyboczenia gigtnego Eulera wzglgdem osi stab-
szej z mozna zapisa¢ jako:

2
s EIf,Z (3)

Nerp =—3
Leff

gdzie:

I, — moment bezwladnosci teowego przekroju zastgpczego wzgledem

fz

osi stabszej z.

Zgodnie z Eurokodem 3 [1], smuklo$¢ wzgledna stupa
przy wyboczeniu gigtnym mozna zapisac jako:

% = Arfy _ Legr (4)
Ncr,f if,z/ll

E . Ifz
M=m|—=. i, = [*=
! \ny’ fz \ 4

A, — pole zastgpczego przekroju teowego.

gdzie:

Podstawiajac rownanie (2) do (4), otrzymujemy lewa stro-
ng réwnania (1). Prawa strona nieré6wnosci (1) wyni-
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from the limiting value of the relative slenderness at which the
lateral torsional buckling reduction factor . = 1.0. Clause
6.3.2.2(4) [1] states that the stability condition reduces to the
cross-section resistance condition if:

— — M —2
ALT < ALT,O lub M—Ed S ALT,O (5)
cr
In the simplified method of clause 6.3.2.4 [1], an analogous
limiting slenderness of the compression flange was adopted
in the form:

A<k =X, +0,1=04+01=0,5 (6)

The National Annex NA.18 [1] recommends, however, that the
limiting value of the slenderness be taken as:

A Sh,=04 (7)

Where a member satisfies condition (6 or 7), it may be consi-
dered fully protected against lateral torsional buckling. This ap-
plies even where the bending moment in the beam is equal to the
bending resistance of the cross-section M =M gy (the cross-
-section resistance is utilised in 100%). Where M, <M g Stan-
dard [1] adopts an approach consisting in increasing the limiting
relative slenderness in proportion to the bending moment:

Mc,Rd
My,Ed (8)

A < g0

The last term of equation (1 and 8) allows for the level of
utilisation of the cross-section. Use is made here of a rule
known from strength of materials. In a beam in bending, the
force in the compression and tension flanges is proportional to
the bending moment. In many real situations the approximation
may be adopted (a conservative, safe assumption) that the
flange forces are equal to the bending moment divided by the
distance between the centroids of the flanges.

Comparison of the simplified and the rigorous
method for assessing lateral torsional buckling

In order to assess the accuracy of the simplified method of
lateral torsional buckling analysis of beams, it was compared
with the method presented in clause 6.3.2.3 [1], based on the
lateral torsional buckling curves for rolled I-sections and their
welded equivalents. For this purpose parametric analyses were
carried out. Beams with cross-sections built up from three plates
corresponding to the dimensions of IPE 120, 360, 600 and HEA
120, 360, 700 sections, made of S235 steel, were analysed
(Tables 1 + 4). In the comparative analyses, the geometrical
dimensions of the cross-sections of hot-rolled sections were
adopted, disregarding the root fillets, and with plate thicknesses
corresponding strictly to the wall thicknesses of those sections
to an accuracy of 0.1 mm. This made it possible to compare
precisely the influence of the fabrication technology of the
cross-section (hot-rolled and welded sections), disregarding the
approximation resulting from the standard ranges of
manufactured plate thicknesses. The analyses also took into
account various static schemes of beams:

ka z granicznej wartosci smukto$ci wzglednej, przy ktorej
wspotczynnik zwichrzenia y, = 1,0. W pkt 6.3.2.2 (4) [1] po-
dano, ze warunek statecznosci sprowadza si¢ do warunku
nosnosci przekroju, jesli:

— - M -2
ALT S ALT.O lub M—Ed S /‘lLT,O (5)
Ccr
W metodzie uproszczonej pkt 6.3.2.4 [1], analogiczng smu-
ktos¢ graniczna pasa $ciskanego przyjeto w formie:

Mk =X+ 0,1=04+0,1=0,5 (6)

Przy czym zalacznik krajowy NA.18 [1] zaleca przyjmowac
warto$¢ graniczng smuklosci:

A<k, =04 (7

W przypadku, gdy element spelnia warunek (6 Iub 7), to
mozna uznac, iz jest on calkowicie zabezpieczony przed zwi-
chrzeniem. Nawet w sytuacji, gdy moment zginajacy w belce
jest rowny nosnosci przekroju na zginanie M i =M, g, (nO-
$no$¢ przekroju jest wykorzystana w 100%). W sytuacji, gdy
M g <M gy W normie [1] przyjeto podejscie polegajace
na proporcjonalnym, do momentu zginajacego, zwigkszeniu
granicznej smuktosci wzgledne;j:

— - M
A < Ao 22
f c0 My'Ed (8)

Czton ostatni rownania (1 i 8) uwzglednia poziom wyteze-
nia przekroju. Wykorzystano tu regul¢ znana z wytrzymato-
$ci materialow. W belce zginanej sita w pasie $ciskanym i roz-
cigganym jest proporcjonalna do momentu zginajacego.
W wielu rzeczywistych sytuacjach mozna przyjac przyblize-
nie (konserwatywne, bezpieczne zalozenie), ze sity w pasach
sa rowne momentowi zginajacemu podzielonemu przez odle-
glo$¢ pomigdzy srodkami cigzkosci pasow.

Poréwnanie uproszczonej i dokladnej
metody oceny zwichrzenia

W celu oceny doktadnosci uproszczonej metody analizy
zwichrzenia belek poréwnano ja z metoda przedstawiong
w pkt 6.3.2.3 [1], bazujaca na krzywych zwichrzenia dwute-
ownikow walcowanych oraz ich spawanych odpowiednikow.
W tym celu przeprowadzono analizy parametryczne. Analizie
poddano belki o przekrojach ztozonych z trzech blach odpo-
wiadajacych wymiarom ksztaltownikoéw IPE 120, 360, 600 oraz
HEA 120, 360, 700, wykonanych ze stali S235 (tabele 1 + 4).
W analizach porownawczych przyjmowano wymiary geome-
tryczne przekrojow poprzecznych ksztattownikow walcowa-
nych na goraco z pominigciem wyokraglenia narozy oraz
o grubosci blach scisle odpowiadajacej grubosci Scianek tych
ksztattownikow z doktadnoscia do 0,1mm. Ten zabieg umoz-
liwil precyzyjne porownanie wplywu technologii wykonania
przekroju (ksztaltowniki walcowane na goraco oraz spawane)
z pominigciem przyblizenia wynikajacego z typoszeregow
grubosci produkowanych blach. Podczas analiz uwzglednio-
no roéwniez zroznicowane schematy statyczne belek:
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Table 1. Simply supported single-span beam with a constant bending moment along the member length
Tabela 1. Belka jednoprzestowa swobodnie podparta o stalym momencie zginajqcym na dlugosci elementu

hy=0,5(6)L/h

Ly=04(7) L/

No./ Section/Profil (L Par.
Lp. 5 10 20 30 5 10 20 30
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
1 - U, 1,000 0,661 0,331 0,220 1,000 0,529 0,264 0,176
2 Ximod 1,000 0,884 0,650 0,488 1,000 0,384 0,650 0,488
3 IPE 120 h/b, = 1,88 0 U, 1,000 0,748 0,508 0,452 1,000 0,598 0,407 0,361
4 XaTmod 1,000 0,844 0,591 0,443 1,000 0,844 0,591 0,443
5 0 U, 1,000 0,783 0,559 0,498 1,000 0,627 0,447 0,398
6 - U, 1,000 0,583 0,291 0,194 0,932 0,466 0,233 0,155
7 XiTmod 0,982 0,757 0,441 0,300 0,982 0,757 0,441 0,300
8 IPE 360 h/b, = 2,12 o U, 1,019 0,769 0,661 0,648 0,950 0,615 0,529 0,518
9 (o 0,972 0,681 0,383 0,264 0,972 0,681 0,383 0,264
10 076 U, 1,029 0,856 0,762 0,737 0,959 0,685 0,609 0,589
11 - U, 0,882 0,441 0,221 0,147 0,706 0,353 0,176 0,118
12 XaTmod 0,903 0,610 0,314 0,205 0,903 0,610 0,314 0,205
13 IPE 600 h/b,= 2,73 0% U, 0,977 0,723 0,703 0,717 0,782 0,578 0,562 0,573
14 XiLmod 0,859 0,533 0,276 0,187 0,859 0,533 0,276 0,187
15 076 U, 1,028 0,828 0,801 0,786 0,822 0,662 0,640 0,629
16 = U, 1,000 1,000 0,685 0,457 1,000 1,000 0,548 0,365
17 e 1,000 1,000 0918 0,827 1,000 1,000 0,918 0,827
18 HEA 120 h/b,=0,95 03 U, 1,000 1,000 0,746 0,552 1,000 1,000 0,596 0,442
19 XaTmod 1,000 1,000 0,888 0,775 1,000 1,000 0,888 0,775
20 o U, 1,000 1,000 0,771 0,589 1,000 1,000 0,617 0,471
21 - U, 1,000 1,000 0,554 0,369 1,000 0,886 0,443 0,295
22 XiTomod 1,000 0,986 0,832 0,684 1,000 0,986 0,832 0,684
23 HEA360h/b,=1,17 0 U, 1,000 1,014 0,666 0,540 1,000 0,898 0,533 0,432
24 e 1,000 0,981 0,781 0,632 1,000 0,981 0,781 0,623
25 o U, 1,000 1,020 0,709 0,592 1,000 0,904 0,567 0,474
26 - U, 1,000 0,540 0,270 0,180 0,864 0,432 0,216 0,144
27 y 0,966 0,733 0,428 0,295 0,966 0,733 0,428 0,295
28  HEA700h/b,=2,30 oo U, 1,035 0,737 0,632 0,611 0,895 0,590 0,505 0,489
29 XiTmod 0,948 0,654 0,371 0,259 0,948 0,645 0,371 0,259
30 070 U, 1,055 0,826 0,728 0,694 0,912 0,661 0,582 0,556

Hot-rolled and welded cross-sections. Parameter k = 1.0. Degrees of freedom restrained in the local coordinate system of the beam in accordance with PN-EN 1993-1-1:
left end Ux, Uy, Uz, Rx; right end Uy, Uz, Rx. At both ends the cross-section is free to warp/Przekroje walcowane na goraco i spawane. Parametr k = 1,0. Zablokowane
stopnie swobody w lokalnym uktadzie wspotrzednych belki zgodnym z PN-EN 1993-1-1: lewy koniec Ux, Uy, Uz, Rx, prawy koniec Uy, Uz, Rx. Na obu koncach przekrdj

ma swobodg deplanacji.

1) a simply supported single-span beam loaded at its ends
by bending moments of equal value (which corresponds to the
case of a constant bending moment along the whole length of
the beam) — Table 1;

2) a simply supported single-span beam under a
uniformly distributed constant load along the whole length
— Table 2;
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1) belka jednoprzgstowa swobodnie podparta, obciazona
na kofncach momentami zginajacymi o jednakowej warto$ci
(co odpowiada przypadkowi statlego momentu zginajacego
na calej dtugosci belki) — tabela 1;

2) belka jednoprzgstowa swobodnie podparta, obciazona
roéwnomiernie roztozonym obciazeniem statym na catej dtugo-
$ci — tabela 2;
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Table 2. Simply supported single-span beam under a uniformly distributed load
Tabela 2. Belka jednoprzestowa swobodnie podparta rownomiernie obciqzona

L,=0,5(6)L/h

No./ Section/Profil z, Par.
Lp. 5 10
1 2 3 4 5
1 - U, 1,000 0,703
2 Xitmod 1,000 0,870
IPE 120 2 :
3 h/b,=1.88 U, 1,000 0,809
o, = 0,34
4 XiTmod 1,000 0,973
2
J U, 1,000 0.723
6 - U, 1,000 0,620
7 Xitmod 0,964 0,707
IPE 360 +h/2 ’
J b= 2,12 U, 1,037 0877
o, =049
0 - 1,000 0,894
2
10 U, 1,000 0,693
11 - U, 0,939 0,469
12 - 0,873 0,547
IPE 600 W :
13 Wb, =2,73 U, 1076 0,858
o, =049
14 Xitmod 1,000 0,773
BY))
1o U, 0,939 0,607
Lo - U, 1,000 1,000
1y Ketmed 1,000 1,000
HEA 120 2
L& bib, = 0,95 U, 1,000 1,000
o, = 0,34
19 Xitmod 1,000 1,000
2
20 U, 1,000 1,000
21 - U, 1,000 1,000
22 XiTmod 1,000 0,983
HEA 360 +h/2
23 Wb, = 1,17 U, 1,000 1017
o, =034
2 Ketmed 1,000 1,000
BY))
25 U, 1,000 1,000
26 - U, 1,000 0,575
A o 0,946 0,684
HEA 700 +h/2
28 Wb, =2,30 U, 1057 0.841
o, =049
2 XLT.mod 1 ,000 0,873
b2
30 U, 1,000 0,659

L,=04(7) L/

20 30 5 10 20 30
6 7 8 9 10 11
0,352 0,234 1,000 0,563 0,281 0,188
0,629 0,478 1,000 0,870 0,629 0,478
0,559 0,491 1,000 0,647 0,447 0,393
0,779 0,599 1,000 0,973 0,779 0,599
0,451 0,391 1,000 0,578 0,361 0,313
0,310 0,207 0,992 0,496 0,248 0,165
0,396 0,280 0,964 0,707 0,396 0,280
0,784 0,738 1,029 0,701 0,627 0,591
0,580 0,387 1,000 0,894 0,580 0,387
0,534 0,534 0,992 0,555 0,427 0,428
0,235 0,156 0,751 0,375 0,188 0,125
0,284 0,194 0,873 0,547 0,284 0,194
0,826 0,808 0,860 0,686 0,661 0,647
0,417 0,270 1,000 0,773 0,417 0,270
0,562 0,580 0,751 0,486 0,450 0,464
0,729 0,486 1,000 1,000 0,583 0,389
0,917 0,826 1,000 1,000 0,917 0,826
0,794 0,588 1,000 1,000 0,635 0,471
0,992 0,919 1,000 1,000 0,992 0,919
0,734 0,528 1,000 1,000 0,587 0,423
0,589 0,393 1,000 0,943 0,471 0,314
0,808 0,654 1,000 0,983 0,808 0,654
0,729 0,601 1,000 0,959 0,583 0,480
0,937 0,816 1,000 1,000 0,937 0,816
0,629 0,482 1,000 0,943 0,503 0,385
0,287 0,192 0,920 0,460 0,230 0,153
0,390 0,280 0,946 0,684 0,390 0,280
0,737 0,684 0,972 0,673 0,590 0,547
0,557 0,374 1,000 0,873 0,557 0,374
0,516 0,512 0,920 0,527 0,413 0,410

Hot-rolled cross-sections. Parameter k = 0.94. Degrees of freedom restrained in the local coordinate system of the beam in accordance with PN-EN 1993-1-1: left end
Ux, Uy, Uz, Rx; right end Uy, Uz, Rx. At both ends the cross-section is free to warp/Przekroje walcowane na goraco. Parametr k = 0,94. Zablokowane stopnie swobody
w lokalnym uktadzie wspotrzednych belki zgodnym z PN-EN 1993-1-1: lewy koniec Ux, Uy, Uz, Rx, prawy koniec Uy, Uz, Rx. Na obu koncach przekréj ma swobodg

deplanacji.

3) a single-span beam rigidly fixed at one end and pinned
at the other, under a uniformly distributed constant load along
the whole length (which corresponds to the end span of a
multi-span beam) — Table 3.

4) a single-span beam rigidly fixed at both ends, under a
uniformly distributed constant load along the whole length

3) belka jednoprzgstowa sztywno zamocowana na jednym
koncu i przegubowo podparta na drugim, obciazona réwno-
miernie roztozonym obciazeniem stalym na catej dtugosci (co
odpowiada skrajnemu przestu belki wieloprzgstowej) — tabela 3.

4) belka jednoprzegstowa sztywno zamocowana na obu kon-
cach, obciazona rownomiernie roztlozonym obciazeniem sta-
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Table 3. Single-span beam pinned at one end and fully fixed at the other, under a uniformly distributed load
Tabela 3. Belka jednoprzestowa zamocowana z jednej strony przegubowo z drugiej sztywno rownomiernie obciqzona

Ly=0,5(6) L/h

Ly=04(7)Lh

No./ Section/Profil z, Par.
Lp. 5 10 20 30 5 10 20 30
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1 - U, 1,000 0,727 0,363 0,242 1,000 0,581 0,291 0,194
2 XiTmod 1,000 0,948 0,796 0,682 1,000 0,948 0,796 0,682
IPE 120 +h/2 :
3 h/b,= 1,88 U, 1,000 0,767 0,456 0,355 1,000 0,613 0,365 0,284
a..=0,34
4 . XiTmod 1,000 1,000 0,964 0,364 1,000 1,000 0,964 0,864
-h/2
5 U, 1,000 0,727 0,377 0,280 1,000 0,581 0,301 0,224
6 - U, 1,000 0,640 0,320 0,213 1,000 0,512 0,256 0,171
7 YiTanod 1,000 0,817 0,544 0,411 1,000 0,817 0,544 0,411
IPE 360 +h/2 '
8 h/b,=2,12 U, 1,000 0,783 0,588 0,519 1,000 0,627 0,471 0,415
o= 0,49
9 . XiTmod 1,000 1,000 0,859 0,682 1,000 1,000 0,859 0,682
-h/2
10 U, 1,000 0,640 0,373 0,313 1,000 0,512 0,298 0,250
11 - U, 0,970 0,485 0,242 0,162 0,776 0,388 0,194 0,129
12 XiTmod 0,945 0,680 0,406 0,306 0,945 0,680 0,406 0,306
IPE 600 +h/2 :
13 h/b.=2,73 U, 1,026 0,713 0,597 0,528 0,821 0,571 0,477 0,423
o =0,49
14 - - 1,000 0,979 0,723 0,515 1,000 0,979 0,723 0,515
-h/2
15 U, 0,970 0,495 0,335 0,314 0,776 0,396 0,268 0,251
16 - U, 1,000 1,000 0,753 0,502 1,000 1,000 0,602 0,401
17 - 1,000 1,000 0,983 0,931 1,000 1,000 0,983 0,931
HEA 120 +h/2 '
18 h/b.= 0,95 U, 1,000 1,000 0,765 0,539 1,000 1,000 0,612 0,431
a. =034
19 v XiTmod 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
-h/2
20 U, 1,000 1,000 0,753 0,502 1,000 1,000 0,602 0,401
21 - U, 1,000 1,000 0,609 0,406 1,000 0,974 0,487 0,325
22 - 1,000 1,000 0,907 0,807 1,000 1,000 0,907 0,807
HEA 360 +h/2 :
23 h/b,= 1,17 U, 1,000 1,000 0,671 0,503 1,000 0,974 0,537 0,402
o =0,34
24 . XiTmod 1,000 1,000 1,000 0,983 1,000 1,000 1,000 0,983
-h/2
25 U, 1,000 1,000 0,609 0,413 1,000 0,974 0,487 0,330
26 - U, 1,000 0,594 0,297 0,198 0,950 0,475 0,237 0,158
27 XiTmod 1,000 0,801 0,545 0,418 1,000 0,301 0,545 0,418
HEA 700 +h/2 '
28 h/b,=2,30 U, 1,000 0,741 0,545 0,473 0,950 0,593 0,436 0,379
o= 0,49
29 . XiTmod 1,000 1,000 0,838 0,660 1,000 1,000 0,838 0,660
-h/2
30 U, 1,000 0,594 0,354 0,300 0,950 0,475 0,283 0,240

Hot-rolled cross-sections. Parameter k = 0.91. Degrees of freedom restrained in the local coordinate system of the beam in accordance with PN-EN 1993-1-1: left end
Ux, Uy, Uz, Rx, Ry; right end Uy, Uz, Rx. Atboth ends the cross-section is free to warp/Przekroje walcowane na goraco. Parametr k= 0,91. Zablokowane stopnie swobody
w lokalnym uktadzie wspotrzednych belki zgodnym z PN-EN 1993-1-1: lewy koniec Ux, Uy, Uz, Rx, Ry, prawy koniec Uy, Uz, Rx. Na obu koncach przekroj ma swobodg

deplanacji.

(which corresponds to the internal spans of a multi-span beam)
— Table 4.

All the beams were free to warp at both ends. In addition,
the point of load application (top or bottom flange) and the
beam span (L = Sh, 10h, 20h, 30h, where h denotes the depth
of the cross-section) were taken into account. Table 1 gives
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tym na catej dtugosci (co odpowiada przgstom posrednim
belki wieloprzgstowej) — tabela 4.

Wszystkie belki na obu koncach miaty swobodg deplana-
cji. Ponadto uwzgledniono miejsca przytozenia obciazenia
(potka gorna lub dolna) oraz rozpigtos¢ belki (L = 5h, 10h,
20h, 30h, gdzie h oznacza wysoko$¢ przekroju). W tabeli 1
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Table 4. Single-span beam fully fixed at both ends, under a uniformly distributed load
Tabela 4. Belka jednoprzestowa zamocowana z obu stron sztywno, rownomiernie obciqzona

No./ Section/Profil z, Par.
Lp. 5 10
1 2 3 4 5
L - U, 1,000 0,735
2 IPE 120 sy 1,000 0,916
3 b, =1,88 U, 1,000 oG
=034
. o by s 1,000 1,000
> U, 1,000 0,735
6 - U, 1,000 0,647
[ IPE 360 h2 XiTmod 0,987 0,753
8 Wb, = 2,12 U, L013 e
= 0,49
0 aLT ’ h/2 XLT.mod 1 ,000 1,000
1 U, 1,000 0,647
o - U 0,980 0,490
= IPE 600 AP 3 0,901 0,601
13 Wb, =273 U, 1,088 e
o =049
1 . by T 1,000 1,000
= U, 0,980 0,490
1 - U, 1,000 1,000
7 HEA 120 +h2 XiTmod 1,000 1,000
18 Wb, = 0,95 U, 11000 .
=0,34
19 e h2 XiTmod 1,000 1,000
A _ U, 1,000 1,000
2l - U, 1,000 1,000
2 HEA 360 s Xitmod 1,000 1,000
23 b, = 1,17 U, 1,000 o
=034
2% o W2 XiTmod 1,000 1,000
= U, 1,000 1,000
& - U, 1,000 0,600
2 HEA 700 e 0,49 0,736
28 Wb, = 2,30 U, 1,054 OGS
o =049
- " by s 1,000 1,000
L U, 1,000 0,600

1,=0,5(6)L/h

L,=04(7) L/

20 30 5 10 20 30
6 7 8 9 10 11
0,367 0,245 1,000 0,588 0,294 0,196
0,757 0,657 1,000 0,916 0,757 0,657
0,486 0,373 1,000 0,642 0,388 0,298
1,000 0,937 1,000 1,000 1,000 0,937
0,367 0,261 1,000 0,588 0,294 0,209
0,324 0,216 1,000 0,518 0,259 0,173
0,480 0,373 0,987 0,753 0,480 0,373
0,674 0,578 1,013 0,688 0,539 0,463
0,953 0,808 1,000 1,000 0,953 0,808
0,340 0,267 1,000 0,518 0,272 0,214
0,245 0,163 0,784 0,392 0,196 0,131
0,359 0,284 0,901 0,601 0,359 0,284
0,683 0,576 0,871 0,652 0,546 0,461
0,849 0,653 1,000 1,000 0,849 0,653
0,289 0,250 0,784 0,392 0,231 0,200
0,761 0,507 1,000 1,000 0,609 0,406
0,963 0,909 1,000 1,000 0,963 0,909
0,790 0,558 1,000 1,000 0,632 0,446
1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,761 0,507 1,000 1,000 0,609 0,406
0,615 0,410 1,000 0,985 0,492 0,328
0,866 0,760 1,000 1,000 0,866 0,760
0,710 0,540 1,000 0,985 0,568 0,432
1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,615 0,410 1,000 0,985 0,492 0,328
0,300 0,200 0,960 0,480 0,240 0,160
0,488 0,386 0,971 0,736 0,488 0,386
0,615 0,518 0,989 0,652 0,492 0,415
0,935 0,748 1,000 1,000 0,935 0,784
0,321 0,255 0,960 0,480 0,257 0,204

Hot-rolled cross-sections. Parameter k = 0.90. Degrees of freedom restrained in the local coordinate system of the beam in accordance with PN-EN 1993-1-1: left end
Ux, Uy, Uz, Rx, Ry; right end Uy, Uz, Rx, Ry. At both ends the cross-section is fiee to warp/Przekroje walcowane na goraco. Parametr k = 0,90. Zablokowane stopnie
swobody w lokalnym uktadzie wspotrzednych belki zgodnym z PN-EN 1993-1-1: lewy koniec Ux, Uy, Uz, Rx, Ry, prawy koniec Uy, Uz, Rx, Ry. Na obu koncach przekroj

ma swobodg deplanacji.

the results of the analyses of a simply supported beam with a
constant bending moment along the length of the beam. At the
left-hand end of the beam the degrees of freedom Ux, Uy, Uz
and Rx were restrained. At the right-hand end Uy, Uz, Rx were
restrained. At both ends the cross-section was free to warp (U,
R, — respectively translations in the direction of axis “i” and
rotations about axis “i”” of the local coordinate system of the
member in accordance with [1] (Figure 5)). Column 1 of Table 1
gives the type of the analysed section and the value of the ratio
of the section depth h to the flange width b, and column 2 gives
the value of the parameter o,,, determined from the lateral
torsional buckling curve of Table 6.5 [1]. The lower value
refers to hot-rolled sections and the higher one to sections of
the same dimensions fabricated as welded. Column 3 gives the

podano wyniki analiz belki swobodnie podpartej o stalym mo-
mencie zginajacym na dlugosci belki. Na lewym koncu belki
zablokowano stopnie swobody Ux, Uy, Uz oraz Rx. Na pra-
wym koncu zablokowano Uy, Uz, Rx. Na obu koncach prze-
kroj miat swobodg deplanacji (U, R, — odpowiednio transla-
cje w kierunku osi ,,i” oraz rotacje wokot osi ,,i” lokalnego
uktadu wspotrzednych preta zgodnego z [1] (rysunek 5)).
W kolumnie 1, tabeli 1 podano rodzaj analizowanego profi-
lu i wartos¢ ilorazu wysokosci profilu h do szerokosci potki
b, a w kolumnie 2 podano warto$¢ parametru o, ustalona
na podstawie krzywej zwichrzeniowej z tablicy 6.5 [1]. War-
to$¢ mniejsza odnosi si¢ do ksztattownikow walcowanych
na goraco, a wigksza do ksztattownikow o tych samych wy-
miarach wykonanych jako spawane. W kolumnie 3 oznaczo-
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names of the rows with results. U, is the maximum utilisation
of the cross-section at which the member does not undergo
lateral torsional buckling, determined according to the
simplified procedure after transforming expression (1):

M,y pq

et 10
Mc,Rd -

U, = =2
k O k.L, )

The row denoted x,,.. ., gives the modified lateral torsional
buckling reduction factor according to expression (6.58) [1],
allowing for the correction due to the bending moment
distribution. U, is the utilisation of the member allowing for
lateral torsional buckling described by the factor x,, . (clause
6.3.2.3 [1]) according to the expression: ’

Uy

XLT,mod

U, = (10)

Columns 4 — 7 of Table 1 contain the results of the analyses
of beams with spans L = Sh, 10h, 20h, 30h (where h is the
depth of the beam cross-section) and A «w = 0,5. Columns
8 — 11 contain the results of the analyses of beams with identical
spans, but Xco = 0,4. The analysed range of beam spans of
5 —30h occurs most frequently in engineering practice.

Similar analyses were carried out for the following beams:

1) a simply supported single-span beam under a uniformly
distributed constant load along the whole length (Table 2);

2) a single-span beam rigidly fixed at one end and pinned
at the other, under a uniformly distributed constant load along
the whole length (Table 3), which corresponds to the end span
of a multi-span beam;

3) a single-span beam rigidly fixed at both ends, under a
uniformly distributed constant load along the whole length
(Table 4), which corresponds to the internal spans of a multi-
-span beam.

For these beams, the influence of the point of load applica-
tion over the depth of the cross-section on the resistance was
additionally investigated: z, = +h/2 — top flange; z = -h/2
— bottom flange.

Table 5 summarises the results of the analyses from Tables
1 — 4. Column 2 indicates the limiting slenderness condition
5‘00' Column 3, headed n, gives the number of cases analysed.
Columns 4, 5 and 6 give respectively the minimum, maximum
and mean value of U,. Column 7 gives the number of cases

no nazwy wierszy z wynikami. U, to maksymalne wytgzenie
przekroju, przy ktorym element nie ulega zwichrzeniu, wy-
znaczone wg procedury uproszczonej po przeksztalceniu
wzoru (1):

My pq

et 10
Mc,Rd -

U, = =2
k O k.L, ©))

W wierszu oznaczonym y,, . podano zmodyfikowany
wspolezynnik zwichrzenia wg wzoru (6.58) [1] uwzglednia-
jacy korekte ze wzgledu na rozktad momentdéw zginaja-
cych. U, to wytezenie elementu z uwzglednieniem zwi-
chrzenia opisanego wspoétczynnikiem ., . (pkt 6.3.2.3
[1]) wg wzoru: ’

Uy

XLT,mod

U, = (10)
W kolumnach 4 — 7 tabeli 1 zawarto wyniki analiz dotycza-
ce belek o rozpigtosci L = 5h, 10h, 20h, 30h (gdzie h to wy-
sokos¢ przekroju belki) i ico =0,5. W kolumnach 8 — 11 za-
warto wyniki analiz belek o identycznych rozpigtosciach, ale
XCQ = 0,4. Analizowany przedziat rozpigtosci belek 5 — 30h
najczg$ciej wystgpuje w praktyce inzynierskiej.

Podobne analizy przeprowadzono w przypadku belki:

1) jednoprzestowej swobodnie podpartej, obciazonej row-
nomiernie roztozonym obcigzeniem statym na calej dlugosci
(tabela 2);

2) jednoprzgstowej sztywno zamocowanej na jednym kon-
cu i przegubowo na drugim, obciazonej rownomiernie roz-
lozonym obciazeniem statym na catej dtugosci (tabela 3), co
odpowiada skrajnemu przgstu belki wieloprzgstowej;

3) jednoprzestowej sztywno zamocowanej na obu koncach,
obciazonej rownomiernie rozlozonym obcigzeniem staltym
na catej dtugosci (tabela 4), co odpowiada przgstom posred-
nim belki wieloprz¢stowe;.

W przypadku tych belek badano dodatkowo wplyw na no-
$nos$¢ punktu przyltozenia obciazenia na wysokos$ci przekroju:
z,= +h/2 — p6tka gorna; z,= -h/2 — potka dolna.

W tabeli 5 dokonano podsumowania wynikéw analiz z ta-
bel 1 —4. W kolumnie 2 wskazano warunek smuktosci granicz-
nej 5‘(:0' Kolumna 3 z nagtéwkiem n opisuje liczbg przeanali-
zowanych przypadkow. W kolumnach 4, 5 i 6 podano odpo-
wiednio minimalna, maksymalna i $rednia wartos$¢ U,. W ko-

Table S. Summary statistics of the results from Tables 1 to 4 comparing the simplified assessment method with the detailed method
Tabela 5. Statystyka zbiorcza wynikow analiz z tabel 1 — 4 porownujqcych procedure uproszczonq z metodq doktadng

- . Mean U /
Tables/Tabele Ly n Min U, MaxU, ¢ o inie ["Jb
Table 1/ Tabela | 05 48 0452 1,055 0,794
04 48 0361 1,000 0,680
05 48 0391 1,076 0,771
Table 2/Tabela 2 : : : ’
avle Habeia 04 48 0313 1,029 0,669
05 48 0280 1,026 0,686
Table 3/Tabela 3 ’ ’ ’ ’
avie STabei 04 48 0224 1,000 0,604
05 48 0250 1,088 0,701
Table 4/Tabela 4 : : : ’
avle Arabe 04 48 0200 1,013 0,617
Total/Razem 384 0200 1,088 0,690
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Number U, > 1/ % Max unused resistance 1 —min U /Max

/Liczba U > 1 U,>1 niewykorzystana no$nos¢ 1 — min U,
7 14,6 54,8%
0 0,0 63,9%
4 8,3 60,9%
1 2,1 68,7%
1 2,1 72,0%
0 0,0 71,6%
3 6,2 75,0%
1 2,1 80,0%
17 44 80,0%
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with a value of U, > 1, and column 8 shows the percentage share
of this number in the total number of cases. Column 9 gives
information on the maximum unused resistance of the member.

Conclusions

The parametric analyses carried out have shown that the
simplified procedure for assessing lateral torsional buckling
according to clause 6.3.2.4 of PN-EN 1993-1-1 does not
guarantee safety in all design cases. In the set of 384 different
cases analysed (cross-section, span, static scheme, point of
load application, fabrication technology), 17 cases (4.4%)
were found in which the value of the index U, exceeds 1.0.
This means that a member accepted by the simplified
procedure does not satisfy the condition of the lateral torsional
buckling resistance determined by the rigorous method.

Exceedances of the resistance are concentrated in a clearly
defined risk zone: L/h < 10; load applied to the top flange
z,= +h/2 and cross-sections of high slenderness h/b,>2.0. The
largest exceedance was recorded in the case of the cross-
-section IPE 600 (h/b,=2.73) at L/h = 5 — in the variant of the
beam fixed at both ends U, = 1.088 was obtained, and for the
simply supported beam U, = 1.076. This result is contrary to
engineering intuition. The apparently most stable scheme
(a beam fixed at both ends) generates the greatest risk of an
unsafe assessment. This means that the simplified procedure,
by reducing the lateral torsional buckling problem to flexural
buckling of the equivalent compression flange, is unable to
take proper account of the favourable influence of the
support conditions on the critical moment and corrects this
effect too optimistically by means of the factor k . For spans
L/h =20 and 30 no case of U, > 1.0 was found. This means
that as the slenderness of the member increases, the simplified
procedure becomes safe, but at the same time increasingly
conservative.

The mean value of U, over the whole set of results is about
0.69, which means that a designer using only the simplified
procedure utilises on average only about 69% of the actual
lateral torsional buckling resistance of the member. The
smallest values of U, (the greatest conservatism) were
obtained in the case of beams of high slenderness (L/h = 30),
hot-rolled, under loading of the bottom flange (z, =—h/2). The
extreme case is a beam fixed at both ends with an IPE 600
cross-section at 5%0 = 0,4, for which U, = 0.200, which
corresponds to 80% of the lateral torsional buckling resistance
being unused. Such great conservatism may lead in practice
to uneconomic sizing of cross-sections or to an excessive
densification of lateral restraints.

The limiting slenderness condition ico =0,4, reccommended
by the National Annex, consistently gives smaller values of
U, and considerably reduces the number of unsafe cases in
comparison with & ;= 0,5 (only 2 cases of U, > 1.0 against
15 for Xco = 0,5). This is achieved at the cost of additional
conservatism. The mean U, decreases by about 18 — 22%.
Nevertheless, the National Annex effectively limits the risk of
an unsafe assessment and constitutes a strong argument for
retaining it in design practice.

lumnie 7 umieszczono liczbg przypadkow o wartosci U, > 1,
a w kolumnie 8 pokazano udziat procentowy tej liczby w ogol-
nej liczbie przypadkow. W kolumnie 9 umieszczono informacje
na temat maksymalnej niewykorzystanej nosnosci elementu.

Whioski

Przeprowadzone analizy parametryczne wykazaly, ze
uproszczona procedura oceny zwichrzenia wg pkt 6.3.2.4
PN-EN 1993-1-1 nie gwarantuje bezpieczenstwa we wszyst-
kich przypadkach obliczeniowych. W zbiorze 384 przeana-
lizowanych r6znych przypadkow (przekroj, rozpigtosé, sche-
mat statyczny, miejsce przylozenia obciazenia, technologia
wykonania) stwierdzono 17 przypadkow (4,4%), w ktorych
warto$¢ wskaznika U, przekracza 1,0. Oznacza to, ze ele-
ment dopuszczony przez procedurg uproszczong nie spetnia
warunku no$nosci na zwichrzenie wyznaczonej metoda do-
ktadna.

Przekroczenia no$nosci koncentruja si¢ w wyraznie zdefi-
niowanej strefie ryzyka: L/h < 10; obciazenie przylozone
do gornej potki z, = +h/2 oraz przekroje o duzej smuktosci
h/b, > 2,0. Najwigksze przekroczenie odnotowano w przy-
padku przekroju: IPE 600 (h/b, = 2,73) przy L/h =5 — w wa-
riancie belki utwierdzonej na obu koncach uzyskano
U, = 1,088, a belki swobodnie podpartej U, = 1,076. Wynik
ten jest wbrew intuicji inzynierskiej. Schemat pozornie naj-
bardziej stabilny (belka utwierdzona na obu koncach) gene-
ruje najwigksze ryzyko niebezpiecznej oceny. Oznacza to, ze
procedura uproszczona, redukujac zagadnienie zwichrzenia
do wyboczenia gigtnego zastgpczego pasa $ciskanego, nie
jest w stanie wlasciwie uwzgledni¢ korzystnego wplywu
warunkéw podparcia na moment krytyczny i nadmiernie
optymistycznie koryguje ten efekt za pomoca wspélczyn-
nika k . W przypadku rozpigtosci L/h =20 i 30 nie stwierdzo-
no zadnego przypadku U, > 1,0. Oznacza to, ze wraz ze wzro-
stem smuktosci elementu procedura uproszczona staje si¢ bez-
pieczna, lecz jednoczesnie coraz bardziej konserwatywna.

Srednia warto$é U, w calym zbiorze wynikéw wynosi
ok. 0,69, co oznacza, ze projektant stosujacy wylacznie pro-
cedurg uproszczona przecigtnie wykorzystuje jedynie ok. 69%
rzeczywistej nosnosci elementu na zwichrzenie. Najmniejsze
wartosci U, (najwigkszy konserwatyzm) uzyskiwano w przypad-
ku belek o duzej smuktosci (L/h = 30), walcowanych na gora-
co, przy obciazeniu dolnej potki (z, =—h/2). Skrajnym przypad-
kiem jest belka utwierdzona obustronnie o przekroju IPE 600
przy 5‘00 = 0,4, dla ktérej U, = 0,200, co odpowiada
niewykorzystaniu 80% nosno$ci na zwichrzenie. Tak duzy
konserwatyzm moze prowadzi¢ w praktyce do nieekonomicz-
nego wymiarowania przekrojow lub nadmiernego zaggszcza-
nia stgzen bocznych.

Warunek smukto$ci granicznej Xco = 0,4, zalecany przez za-
tacznik krajowy, daje konsekwentnie mniejsze wartosci U,
i znacznie redukuje liczbg niebezpiecznych przypadkow w po-
roOwnaniu z Xco = 0,5 (jedynie 2 przypadki U, > 1,0 wobec 15
przy L, = 0,5). Odbywa sig to kosztem dodatkowego konser-
watyzmu. Srednie U, zmniejsza sig o ok. 18 —22%. Mimo to
zalacznik krajowy skutecznie ogranicza ryzyko niebezpiecz-
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The analyses revealed three fundamental limitations of
the simplified method, resulting from its concept of reducing
the lateral torsional buckling problem to flexural buckling of
an equivalent compression member. The first limitation
concerns the failure to take into account the point of load
application over the depth of the cross-section. Loading of the
top flange (zq = +h/2) produces an additional destabilising
effect which increases the susceptibility of the member to
lateral torsional buckling. The simplified method neglects this
effect, which leads to unsafe results. Loading of the bottom
flange (Zq =-h/2) acts in a stabilising manner, and therefore in
none of the analysed cases with z,= -h/2 was U, > 1.0 found.

The second limitation consists in not distinguishing the
fabrication technology of the cross-section. Welded cross-
-sections are characterised by larger imperfections and
a higher parameter o, than their hot-rolled counterparts,
which reduces the lateral torsional buckling reduction factor
Xitmoa Lhe simplified procedure ignores this aspect. As
a result, systematically larger values of U, are obtained
in the case of welded cross-sections, e.g. for IPE 600 at
L/h = 5 in the variant of a beam with a constant bending
moment: o, = 0.49 gives U, = 0.977, whereas o, = 0.76
gives U, = 1.028.

The third limitation results from an insufficient
representation of the influence of the static scheme and of the
bending moment distribution. Beams with rigid fixings
(Tables 3 and 4) exhibit the smallest minimum values of U,
(the greatest conservatism) among all the schemes considered
and, at the same time — in the risk zone — generate the largest
exceedances of the resistance. This shows that the factor k_
is unable to reflect correctly the complex influence of the
boundary conditions on the critical moment.

On the basis of the results obtained, conditions for the safe
application of the simplified procedure were formulated:
L/h=10orh/b,<1.2 or z, < 0. Otherwise, verification of the
lateral torsional buckling resistance by rigorous methods
consisting in determining the critical moment M__ is required.
The simplified procedure for assessing lateral torsional
buckling may be both unsafe (in the case of short beams with
slender cross-sections under loading of the top flange) and
excessively conservative (in the case of more slender beams
with support conditions that favourably influence the critical
moment). It should therefore be treated as an auxiliary and
screening tool, useful for a quick preliminary assessment, but
not suitable as a full substitute for the verification of lateral
torsional buckling by the rigorous method.
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nej oceny i stanowi mocny argument za jego utrzymaniem
w praktyce projektowe;.

Analizy ujawnity trzy fundamentalne ograniczenia meto-
dy uproszczonej, wynikajace z jej koncepcji sprowadzenia pro-
blemu zwichrzenia do wyboczenia gigtnego zastgpczego pre-
ta Sciskanego. Pierwsze ograniczenie dotyczy braku uwzgled-
nienia miejsca przytozenia obciazenia na wysokosci przekro-
Ju. Obciazenie gornej potki (z, = +h/2) powoduje dodatkowy
efekt destabilizujacy, ktory zwigksza podatnos¢ elementu
na zwichrzenie. Metoda uproszczona pomija ten efekt, co pro-
wadzi do wynikow niebezpiecznych. Obciazenie dolnej potki
(zq = -h/2) dziata stabilizujaco, dlatego w zadnym z przeana-
lizowanych przypadkow z z, = -h/2 nie stwierdzono U, > 1,0.

Drugie ograniczenie polega na nierozréznianiu techno-
logii wykonania przekroju. Przekroje spawane charaktery-
zuja si¢ wigkszymi imperfekcjami i wyzszym parametrem
a,, niz ich walcowane na goraco odpowiedniki, co zmniej-
sza wspolczynnik zwichrzenia y,,. .. Procedura uprosz-
czona ignoruje ten aspekt. W efekcie w przypadku przekro-
jOow spawanych uzyskuje si¢ systematycznie wigksze war-
tosci Uy, np. w przypadku IPE 600 przy L/h = 5 w warian-
cie belki ze stalym momentem zginajacym: a,, = 0,49 daje
U, = 0,977, natomiast o, = 0,76 daje U, = 1,028.

Trzecie ograniczenie wynika z niedostatecznego odwzo-
rowania wptywu schematu statycznego i rozktadu momentow
zginajacych. Belki z zamocowaniami sztywnymi (tabele 3
i 4) wykazuja najmniejsze minimalne wartosci U, (najwigk-
szy konserwatyzm) spo$rod wszystkich rozpatrywanych sche-
matow, a jednoczes$nie — w strefie ryzyka — generuja najwigk-
sze przekroczenia no$nosci. Swiadczy to o tym, ze wspotczyn-
nik k_nie jest w stanie prawidtowo odzwierciedli¢ ztozonego
wplywu warunkow brzegowych na moment krytyczny.

Na podstawie uzyskanych rezultatéw sformutowano wa-
runki bezpiecznego stosowania procedury uproszczonej:
L/h>10lub h/b, < 1,2 lub z, < 0. W przeciwnym razie wy-
magana jest weryfikacja nosnosci na zwichrzenie metodami
doktadnymi polegajacymi na wyznaczaniu momentu kry-
tycznego M. Uproszczona procedura oceny zwichrzenia
moze by¢ zar6wno niebezpieczna (w przypadku krotkich be-
lek o smuktych przekrojach przy obciazeniu gornej potki),
jak i nadmiernie zachowawcza (dotyczaca belek smuklej-
szych z warunkami podparcia korzystnie wplywajacymi
na moment krytyczny). Nalezy ja zatem traktowac jako na-
rzedzie pomocnicze i przesiewowe, przydatne do szybkiej
oceny wstepnej, lecz nienadajace si¢ jako pelny substytut
sprawdzenia zwichrzenia metoda doktadna.

Artykul wplynql do redakcji: 06.04.2026 r.

Otrzymano poprawiony po recenzjach: 12.06.2026 r.
Opublikowano: 23.09.2026 r.
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