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Formulating the thermodiffusion  
problem with large changes  

in temperature and concentration  
of the diffusing substance

Sformułowanie zagadnienia termodyfuzji sprzężonej  
przy dużych zmianach temperatury i stężenia substancji dyfundującej

Streszczenie. W artykule rozważano początkowo-brzegowy prob-
lem nieliniowej sprzężonej termodyfuzji z dużymi zmianami 
temperatury i stężenia substancji dyfundującej oraz skończo-
nymi odkształceniami. W związku z tym uogólniono równania 
konstytutywne, rozszerzone równanie przewodnictwa cieplnego 
(równania Fouriera) oraz rozszerzone równanie dyfuzji (prawa Fi-
cka). Ostatecznie problem ten sformułowano w stacjonarnym opi-
sie Lagrange’a. Istnieje wiele praktycznych przykładów, w któ-
rych w analizowanym ośrodku zachodzą duże, szybkie zmiany 
temperatury i dyfuzji, prowadzące do wyrównania temperatury 
i stężenia substancji dyfundującej. W takim przypadku pojawia 
się problem geometrycznie nieliniowy (duże odkształcenia), para-
metry materiałowe stają się funkcjami temperatury, stężenia sub-
stancji dyfundującej i czasu. Wyprowadzone równania stanowią 
podstawę, np. do przedstawienia równań różniczkowych w wer-
sji przyrostowej w zaktualizowanym opisie Lagrange’a, do wy-
korzystania różnych uzasadnionych linearyzacji. Aby rozwiązać 
tak zdefiniowany problem, można wprowadzić różne skuteczne 
metody numeryczne, np. metodę elementów skończonych, me-
todę elementów czasoprzestrzennych.
Słowa kluczowe: zagadnienie początkowo-brzegowe; termody-
fuzja; duże zmiany temperatury i stężenia substancji dyfundują-
cej; skończone deformacje; sformułowanie lokalne.

Abstract. The paper considers the initial-boundary problem of 
nonlinear coupled thermodiffusion with large changes in tempera-
ture and concentration of the diffusing substance and finite defor-
mations. In connection with this, the constitutive equations, the 
extended equation of thermal conductivity (Fourier’s equations) 
and the extended equation of diffusion (Fick’s laws) were gener-
alized. Finally, the above problem was formulated in the station-
ary Lagrangian description. There are many practical examples 
when large, rapid changes in temperature and diffusion occur in 
the analyzed medium, leading to the equalization of temperature 
and concentration of the diffusing substance. In such a case, a geo-
metrically nonlinear problem also arises (large deformations), the 
material parameters become functions of temperature, concentra-
tion of the diffusing substance and time. The derived equations 
provide a basis, e.g. for the presentation of differential equations 
in the incremental version in the updated Lagrangian description, 
for the use of various justified linearizations. To solve the prob-
lem defined in this way, various effective numerical methods can 
then be introduced, e.g. the finite element method, the space-time 
finite element method.
Keywords: initial-boundary problem; thermodiffusion; large 
changes in temperature and concentration of the diffusing sub-
stance; finite deformations; local formulation.
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Deformacja ciała stałego jest związana, poza obcią-
żeniem powierzchniowym i  masowym, także ze 
zmianą ilości ciepła i stężeniem substancji dyfun-
dującej, co powoduje jednocześnie zmianę rozkładu 

temperatury i stężenia substancji zawartej w rozpatrywanym 
ciele. Problematyka ta jest domeną termodynamiki procesów 
nieodwracalnych (tzn. że przyrost entropii nieizolowanego 
układu termodynamicznego jest większy niż spowodowany 
dopływem ciepła z otoczenia) [1]. Istnieje wiele praktycznych 
przykładów, kiedy w analizowanym ośrodku następują duże 
i szybkie zmiany temperatury oraz stężenia substancji dyfun-
dującej, np. podczas pożaru, obróbki cieplno-chemicznej ele-
mentów, gwałtownego ogrzania konstrukcji, awarii nuklear-
nej, powodzi lub eksplozji, czemu towarzyszą współzależne 
odkształcenia. Obecnie występują ekstremalne zdarzenia at-
mosferyczne i skokowe zmiany temperatury, co sprzyja de-
gradacji konstrukcji betonowych spowodowanej cyklicznym 
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The deformation of a solid body is related, apart from 
the surface and mass load, to a change in the amount of 
heat and concentration of the diffusion substance. This 
simultaneously causes a change in temperature distri-

bution and concentration of the substance in the solid body un-
der consideration. The issue addressed is the domain of ther-
modynamics of irreversible processes (i.e. the entropy increase 
of a thermodynamic system, that is not isolated, is greater than 
that caused only by the inflow of heat from the environment) 
[1]. There are many practical examples where large and rapid 
changes in temperature and the concentration of diffusion sub-
stance, accompanied by interdependent deformations, occur in 
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zamarzaniem wody zawartej w porach materiału [2]. W ta-
kim przypadku pojawia się problem geometrycznie i fizycz-
nie nieliniowy (duże odkształcenia; parametry materiałowe 
stają się funkcjami temperatury i stężenia substancji dyfun-
dującej). Klasyczne prawo Fouriera i prawo Ficka, słuszne 
przy niewielkiej zmianie temperatury oraz przy niewielkiej 
zmianie stężenia substancji dyfundującej, stają się mało do-
kładne i dlatego potrzebne jest ich uogólnienie. Reasumując, 
mamy do czynienia z problemem początkowo-brzegowym, 
geometrycznie i fizycznie nieliniowym, ze zmiennymi para-
metrami materiałowymi oraz z  istotnym sprzężeniem mię-
dzy temperaturą, stężeniem substancji dyfundującej i  od-
kształceniem. Przy takim sformułowaniu problemu korzysta 
się zwykle z przyrostowego opisu w uaktualnionym opisie 
Lagrange’a. Koncepcja taka, przy bardzo małym przyroście 
czasu t, umożliwia stosowanie przybliżonych klasycznych/
liniowych praw fizycznych, czyli zlinearyzowanych równań 
[3]. Analizując prace naukowe, nie można doszukać się zwar-
tego i w miarę ścisłego sformułowania opisującego przed-
stawione zagadnienie sprzężone, zwłaszcza przy dużej zmia-
nie temperatury i dużym stężeniu substancji dyfundującej. 
Znaczna część literatury odnosi się do zagadnień termody-
fuzji/termosprężystości niesprzężonej, co przy dużych zmia-
nach tych czynników może się okazać niewystarczające (np. 
[4÷9]). W przypadku rozpatrywania zagadnień termodyfuzji 
lub termosprężystości sprzężonej pojawia się na ogół ograni-
czenie do niewielkich zmian temperatury lub/i stężenia sub-
stancji dyfundującej [10÷15]. Uogólnienia takich modeli na 
ogół dotyczą uwzględnienia porowatości materiału [16÷21], 
anizotropii ośrodka [22], przemian fazowych i chemicznych 
[23, 24] lub wpływu innych pól niemechanicznych, jak np. 
pola elektrycznego i elektromagnetycznego [26÷29]. Można 
to skonstatować w  taki sposób, że brak nieprzyrostowych 
sformułowań nie pozwala na ocenę przyjmowanej linearyza-
cji, a w efekcie, na ocenę dokładności uzyskanych wyników 
obliczeń numerycznych.
Przedmiotem artykułu są uogólnione równania termodyfuzji 

sprzężonej w przypadku dużej zmiany temperatury i stężenia 
substancji dyfundującej.

Przyjęte założenia oraz rozpatrywany 
problem
Rozpatrywano ciało stałe zajmujące w naturalnej (począt-

kowej) konfiguracji obszar B0, który jest podzbiorem prze-
strzeni euklidesowej trójwymiarowej R3. Przez B0 oznaczono 
wnętrze tego obszaru, a przez ∂B0 jego brzeg, którego elemen-
tami są pary podzbiorów ∂B0p i ∂B0u (powierzchnie graniczne, 
na których znane są obciążenia lub/i przemieszczenia), ∂B0t 
(powierzchnie graniczne, na których znana jest temperatura 
lub/i gradient temperatury), ∂B0c (powierzchnie graniczne, na 
których znane jest stężenie substancji dyfundującej lub/i gra-
dient stężenia substancji dyfundującej).
Ruch ciała badano w przedziale czasu t ∈ < 0,∞). Do określe-

nia deformacji i ruchu ośrodka w teorii skończonych deforma-
cji użyto stacjonarnego opisu Lagrange’a X. Konfigurację ak-
tualną charakteryzują odpowiednio: x oraz obszary B, ∂Bp, ∂Bu, 

the medium being analysed, e.g. during a fire, thermo-chemical 
treatment of components, rapid heating of a structure, a nuclear 
accident, flood, or an explosion. Currently, extreme weather 
events and sudden temperature changes occur, which contrib-
ute to the degradation of concrete structures caused by the cy-
clical freezing of water contained in the pores of the material 
[2]. In such a case, a geometrically and physically non-linear 
problem arises (large deformations, material parameters become 
functions of temperature and diffusion substance concentration). 
The classical Fourier’s law and Fick’s law, which are valid for 
a small change in temperature and for a small change in the con-
centration of diffusion substance, become inaccurate. Thus, the 
need for generalisation of these laws arises. In summary, we are 
dealing with an initial-boundary problem that is geometrically 
and physically non-linear, along with varying material param-
eters and a significant coupling between temperature, diffusion 
substance concentration, and strain. This approach to the prob-
lem usually adopts an incremental formulation in an updated 
Lagrangian description. Such a concept, with a very small time 
increment t, allows the use of approximate classical/linear physi-
cal laws, i.e. linearised equations [3]. However, scientific papers 
lack a concise and reasonably rigorous formulation describing 
the coupled phenomenon presented, especially for large temper-
ature changes and high concentrations of the diffusion substance. 
The current literature mostly refers to uncoupled thermodiffu-
sion/thermoelasticity problems, which with large changes in 
the above mentioned factors, may not be a sufficient descrip-
tion (e.g. [4‒9]). When considering thermodiffusion or coupled 
thermoelasticity problems, there is usually a limitation to small 
changes in temperature and/or concentration of the diffusion 
substance [10‒15]. Generalizations of such models typically in-
volve taking into account the porosity of the material [16‒21], 
the anisotropy of the medium [22], phase and chemical transfor-
mations [23, 24], or the influence of other non-mechanical fields, 
such as electric and electromagnetic fields [26‒29]. In conclu-
sion, the lack of non-incremental formulations does not allow an 
assessment of the adopted linearisation and, consequently, of the 
accuracy of the numerical calculation results obtained.
The subject of this work is the generalisation of the coupled 

thermodiffusion equations in the case of large changes in tem-
perature and concentration of the diffusion substance.

Assumptions, problem considered
We consider a solid body occupying in its natural (initial) 

configuration an area B0, which is a subset of the three-dimen-
sional Euclidean space R3. By B0 we designate the interior of 
this area and by ∂B0 its edge, the elements of which are pairs 
of the following subsets ∂B0p and ∂B0u (boundary surfaces on 
which loads and/or displacements are identified), ∂B0t (bound-
ary surfaces on which temperature and/or temperature gradi-
ent are identified), ∂B0c (boundary surfaces on which diffusion 
substance concentration and/or diffusion substance concentra-
tion gradient are identified).
The motion of a solid body is studied over a time interval 

t ∈ < 0,∞). To determine the deformation and motion of the 
medium in finite deformation theory, we use the stationary La-
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∂Bt, ∂Bc. Ciało w stanie niezdeformowanym i beznaprężenio-
wym znajduje się w stałej temperaturze T0 = T (X, 0) = const. 
i charakteryzuje się stałym stężeniem substancji dyfundują-
cej C0 = C  (X,  t0) = const. Pod wpływem działania sił po-
wierzchniowych pi (X, t) i masowych pfi (X, t), wskutek źró-
deł ciepła i masy wewnątrz ciała lub/i zmiany temperatury 
i wyrównywania stężenia substancji dyfundującej w rozpa-
trywanym obszarze, ciało dozna przemieszczeń ui (X, t), od-
kształceń εij (X, t), powstaną naprężenia σij (X, t), temperatura 
się zmieni o θ (X, t) = T – T0, a stężenie substancji dyfundu-
jącej o c (X, t) = C – C0. Zmienne dynamiczne są funkcjami 
ciągłymi. Funkcja f (t) jest klasy CN, N = 0, 1, 2,… w prze-
dziale t ∈ (a,b), gdy f (t) istnieje, jest ciągła i N-razy różniczko-
walna w sposób ciągły (jest gładka). Funkcja f (t) jest klasy HN 
(Heaviside’a), jeżeli f (t) istnieje w przedziale t ∈ (–∞, ∞) oraz

	 f (t) = 0 dla t ∈ (–∞, 0)� (1)

f (t) jest klasy CN w przypadku t ∈ < 0, ∞) gdzie N = 1, 2, 3,… (2)

Funkcja f (X,  t) w przypadku (X,  t) ∈ B0 × (a,b) dla jest 
klasy CM,N, jeżeli f (X, t) istnieje w tym obszarze, a pochodne 
cząstkowe

	

	 m = 0, 1, 2,…, M

	 n = 0, 1, 2,…, N� (3)

istnieją i są ciągłe w obszarze (X, t) ∈ B0 × (a, b). Funkcja 
f (X, t) w przypadku (X, t) ∈ B0 (–∞, ∞) jest klasy HM,N, jeżeli:

	 f (X, t) = 0 dla (X, t) ∈ B0 × (–∞, 0)	 (4)

	 f (X, t) jest klasy CM,N dla (X, t) ∈ B0 × (< 0, ∞)	 (5)

Analizowano ośrodek geometrycznie i fizycznie nieliniowy, 
przy dużych zmianach temperatury i stężenia substancji dy-
fundującej.
Przedmiotem artykułu jest sformułowanie lokalne zagadnie-

nia początkowo-brzegowego, celem określenia następujących 
pól analizowanego ośrodka:

●● pola przemieszczeń ui (X, t);
●● pola odkształceń εij (X, t);
●● pola naprężeń σij (X, t);
●● pola zmiany temperatury θ (X, t);
●● pola zmiany stężenia substancji dyfundującej c (X, t).

Zasada zachowania energii
Punktem wyjścia jest pierwsza zasada termodynamiki, która 

jest jednocześnie zasadą zachowania energii [3]:

	 (U + K) = L +
d dQ
dt dt � (6)

gdzie:

grangian description X. The current configuration is character-
ised respectively by: x, areas B, ∂Bp, ∂Bu, ∂Bt, ∂Bc. A solid in 
an undeformed and stress-free state is at a constant tempera-
ture T0 = T (X, 0) = const. and has a constant concentration of 
diffusion substance C0 = C (X, t0) = const. Under the impact 
of surface forces pi (X, t) and mass forces pfi (X, t), under the 
influence of heat and mass sources inside the body and/or due 
to temperature changes and equilibration of diffusing substance 
concentrations in the considered area, the solid experiences dis-
placements ui (X, t), deformations εij (X, t), stress arises σij (X, 
t), the temperature changes by θ (X, t) = T – T0, and the diffu-
sion substance concentration by c (X, t) = C – C0.
The dynamic variables are continuous functions. A function 

f (t) is of class CN, N = 0,1,2,… in the interval t ∈ (a,b), if f (t) 
exists, it is continuous and N-times continuously differentiable 
(smooth function). A function f (t) is of class HN (Heaviside), 
if f (t) is in the interval t ∈ (–∞, ∞) and:

	 f (t) = 0 for t ∈ (–∞, 0)� (1)

	 f (t) is of class CN for t ∈ < 0, ∞),where N = 1, 2, 3,…�(2)

A function f (X, t) for (X, t) ∈ B0 × (a, b) is of class CM, N if 
f (X, t) exists in the area, and the partial derivatives exist and 
are continuous in the area (X, t) ∈ B0 × (a, b).

	

	 m = 0, 1, 2,…, M

	 n = 0, 1, 2,…, N� (3)

A function f (X, t) for (X, t) ∈ B0 × (–∞, ∞) is of class HM, N:

	 f (X, t) = 0 for (X, t) ∈ B0 (–∞, 0)	 (4)

	 f (X, t) is of class CM,N for (X, t) ∈ B0 × (< 0, ∞)	 (5)

A geometrically and physically non-linear medium is analy-
sed, with large changes in temperature and the diffusion sub-
stance concentration. The subject of this work is the local for-
mulation of an initial-boundary problem, in order to determine 
the following fields of the analysed medium:

●● displacement field ui (X, t);
●● strain field εij (X, t);
●● stress field σij (X, t);
●● temperature change field θ (X, t);
●● field of change of diffusion substance concentration 

c (X, t).

The principle of energy conservation
The starting point is the first principle of thermodynamics, 

which is also the principle of conservation of energy [3]:



194/2026 (nr 644)

SCIENCE IN CONSTRUCTION – SELECTED PROBLEMS

U – energia wewnętrzna [J];
K – energia kinetyczna [J];
L – moc sił zewnętrznych [ Js ];
Q – ciepło doprowadzone do ciała [J].

Dalsza analiza tego równania prowadzi do następującego 
związku:

	 U̇ = σij ε̇'ij –        + Wdqi

dxi
� (7)

gdzie:
U – energia swobodna [

J
m3 ];

qi – składowa wektora gęstości strumienia ciepła [Wm2 ];
W – wydajność wewnętrznych źródeł ciepła [W

m3
];

σij – składowa tensora naprężeń Couchy’ego (naprężenia w konfiguracji 
aktualnej i odniesione do tej konfiguracji) [N

m2 ];
ε’ij – składowa tensora odkształcenia ustalonego w ramach teorii skoń-
czonych deformacji (układ odniesienia związany jest z konfiguracją ak-
tualną) [–].

Równanie to należy zapisać w układzie Lagrange’a (w kon-
figuracji początkowej), zgodnie z przyjętym założeniem:

	 U̇0 = SijĖij – qi,i + W� (8)

	 Eij = 1
2

 (ui,,j + uj,i + uk,iuk,j)� (9)

gdzie:
Sij – składowa II tensora naprężeń Pioli-Kirchhoffa (faktyczną miarą stanu 
naprężenia w stanie aktualnym B odniesionym do stanu początkowego B0 
jest niesymetryczny I tensor Pioli-Kirchhoffa Tij, jeżeli dokonamy syme-
tryzacji tensora Tij to otrzymamy symetryczny tensor Sij) [Nm2 ];
Eij – tensor Lagrange’a opisujący skończone deformacje odniesione do 
konfiguracji początkowej Xi [–].

Następnie korzysta się z drugiej zasady termodynamiki, którą 
także zapisuje się w układzie Lagrange’a X:

	 TṠ = – qi,i – MĊ + W,� (10)

gdzie:
T – temperatura bezwzględna [K];
S – entropia [ JKm3];
qi – składowa wektora gęstości strumienia ciepła [W

m2 ];
M – potencjał chemiczny [ Jkg ];
C – stężenie substancji dyfundującej [ kgm3 ];
W – wydajność wewnętrznych źródeł ciepła [Wm3].

Dokonując syntezy obu zasad termodynamiki, otrzymuje się:

	 U̇0 = SijĖij + MĊ + TṠ + W� (11)

W analizach mechaniki ciała stałego wprowadza się funk-
cję Helmholza F0, opisującą w funkcję stanu, tzw. energię 
swobodną:

	 F0 = U0 – ST� (12)

W pierwszej kolejności oblicza się Ḟ0:

	 Ḟ0 = U̇0 – SṪ – ṠT� (13)

	 (U + K) = L +
d dQ
dt dt � (6)

where:
U – internal energy [J];
K – kinetic energy [J];
L – power of external forces [ Js ];
Q – heat transferred into the solid [J].

Further analysis of this equation leads to the following re-
lation:

	 U̇ = σij ε̇'ij –        + Wdqi

dxi
� (7)

where:
U – free energy [

J
m3 ];

qi – component of the heat flux density vector [Wm2 ];
W – capacity of internal heat sources [W

m3
];

σij – component of the Couchy stress tensor (stresses in the current confi-
guration and related to this configuration) [N

m2 ];
ε’ij – component of the strain tensor determined in the framework of finite 
strain theory (the reference system is related to the current configuration) [–].

The Equation must be expressed in the Lagrange system (in 
the initial configuration), according to the assumption made:

	 U̇0 = SijĖij – qi,i + W� (8)

	 Eij = 1
2

 (ui,,j + uj,i + uk,iuk,j)� (9)

where:
Sij – component of the second Piola-Kirchhoff stress tensors (the actual 
measure of the stress state in the current state B in relation to the initial 
state B0 is the unsymmetrical first Pioli-Kirchhoff tensor Tij, if we symme-
trize the tensor Tij we obtain a symmetrical tensor Sij) [Nm2 ];
Eij – the Lagrange’s tensor describing finite deformations related to the 
initial configuration Xi [–].

Subsequently, the second law of thermodynamics is used, 
which is also expressed in the Lagrange system X:

	 TṠ = – qi,i – MĊ + W,� (10)

where:
T – absolute temperature  [K];
S – entropy  [ JKm3];
qi – component of the heat flux density vector [W

m2 ];
M – chemical potential  [ Jkg ];
C – diffusion substance concentration [

kg
m3 ];

W – capacity of internal heat sources  [Wm3].

By combining the two laws of thermodynamics, the follo-
wing relation is obtain:

	 U̇0 = SijĖij + MĊ + TṠ + W� (11)

In analyses of solid state mechanics, the Helmholz function 
is introduced F0, which describes the state function, i.e. free 
energy:



20 4/2026 (nr 644)

SCIENCE IN CONSTRUCTION – SELECTED PROBLEMS

a następnie do wzoru (13) wstawia wzór (11):

	 Ḟ0 = SijĖij + MĊ + W – SṪ� (14)

Korzystając z definicji różniczki zupełnej:

	 dḞ0 = (      )T,C dĖij + (      )Eij,C
dṪ + (      )Eij,T dĊ

∂F0 ∂F0 ∂F0
∂Fij ∂T ∂C � (15)

i porównując współczynniki w równaniu (14), otrzymuje się:

	 Sij = S = – M =, , .
∂F0 ∂F0 ∂F0
∂Eij ∂T ∂C � (16)

Równania konstytutywne
Jeżeli energię swobodną Helmholza F (Eij, T, C) rozwinie 

się w szereg potęgowy Taylora w otoczeniu stanu naturalnego 
[Eij (0), T (0), C (0)] i przyjmiemy do dalszych rozważań tylko 
pierwsze człony nieliniowe, to otrzymuje się:

			 
	 F(Eij, T, C) = F(0) + (T – T0) + Eij +

∂F(0) ∂F(0)
∂Eij ∂T �  

 
 
	 (C – C0) + + 

∂F(0)
∂C Eij Ekl +[ ∂2F(0)1

∂Eij ∂Ekl2 �  
 
 
	 + (T – T0)2 + (C – C0)2 + ∂2 F(0) ∂2F(0)

∂T 2 ∂C 2 �  
 
 
	 + 2 Eij Eij(T – T0) + 2 (C – C0) +

∂2F(0) ∂2F(0)
∂Eij ∂T ∂Eij ∂C �  

 
 
	 + 2 Eij Ekl Emn +(C – C0) (T – T0)] + [∂2F(0) ∂3F(0)

∂C ∂T ∂Eij ∂Ekl ∂Emn

1
6  

 
 
	 + (T – T0)3 + (C – C0)3] + …∂3F(0) ∂3F(0)

∂T 3 ∂C 3 � (17)

W stanie naturalnym (początkowym) naprężenia i odkształ-
cenia są zerowe, co przekłada się na energię swobodną F, po-
tencjał chemiczny M i entropię S:

	 F (0, T0, C0) = 0�  
 
	 Sij(0, T0, C0) = = 0

∂F(0, T0, C0)
∂Eij

 
 
	 S(0, T0, C0) = – = 0

∂F(0, T0, C0)
∂T  

 
	 M(0, T0, C0) = = 0

∂F(0, T0, C0)
∂C

� (18)

Rozwijając wzór (17), przyjmuje on postać:

 
	 F(Eij, T, C) = Eij Ekl + θ2 + [ ∂2F(0)∂2F(0)1

∂T 2∂Eij ∂Ekl2  
 

+ c2 + 2  + 2Eijθ Eijc + 2 cθ] +∂2F(0) ∂2F(0) ∂2F(0)∂2F(0)
∂C 2 ∂Eij ∂T ∂C ∂T∂Eij ∂C

 
 

	 F0 = U0 – ST� (12)

In the first step, we calculate Ḟ0:

	 Ḟ0 = U̇0 – SṪ – ṠT� (13)

into Eq. (13) we insert Eq (11):

	 Ḟ0 = SijĖij + MĊ + W – SṪ� (14)

Using the definition of a total differential:

	 dḞ0 = (      )T,C dĖij + (      )Eij,C
dṪ + (      )Eij,T dĊ

∂F0 ∂F0 ∂F0
∂Fij ∂T ∂C � (15)

and comparing the coefficients in equation (14) we obtain:

	 Sij = S = – M =, , .
∂F0 ∂F0 ∂F0
∂Eij ∂T ∂C � (16)

Constitutive equations
If the Helmholz free energy F (Eij, T, C) is developed 

into a Taylor power series in the natural state environment 
[Eij (0), T (0), C (0)] and only the first non-linear components 
are assumed for further consideration, the following is obtained:

			 
	 F(Eij, T, C) = F(0) + (T – T0) + Eij +

∂F(0) ∂F(0)
∂Eij ∂T �  

 
 
	 (C – C0) + + 

∂F(0)
∂C Eij Ekl +[ ∂2F(0)1

∂Eij ∂Ekl2 �  
 
 
	 + (T – T0)2 + (C – C0)2 + ∂2 F(0) ∂2F(0)

∂T 2 ∂C 2 �  
 
 
	 + 2 Eij Eij(T – T0) + 2 (C – C0) +

∂2F(0) ∂2F(0)
∂Eij ∂T ∂Eij ∂C �  

 
 
	 + 2 Eij Ekl Emn +(C – C0) (T – T0)] + [∂2F(0) ∂3F(0)

∂C ∂T ∂Eij ∂Ekl ∂Emn

1
6  

 
 
	 + (T – T0)3 + (C – C0)3] + …∂3F(0) ∂3F(0)

∂T 3 ∂C 3 � (17)

In the natural (initial) state the stresses and strains are zero, 
which translates into free energy F, chemical potential M and 
entropy S, hence:

	 F (0, T0, C0) = 0�  
 
	 Sij(0, T0, C0) = = 0

∂F(0, T0, C0)
∂Eij

 
 
	 S(0, T0, C0) = – = 0

∂F(0, T0, C0)
∂T  

 
	 M(0, T0, C0) = = 0

∂F(0, T0, C0)
∂C � (18)

Thus, the extension of Eq. (17) takes the following form:
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+ [ Eij Ekl Emn +  +θ3 c3] + …∂3F(0) ∂3F(0) ∂3F(0)

∂Eij ∂Ekl ∂Emn ∂T 3 ∂C 3
1
6 �  

� (19)

Na podstawie wzoru (6) można wyznaczyć:
●● naprężenia Sij

	 Sij = Ekl + c +== θ +∂F ∂2F(0) ∂2F(0) ∂2F(0)
∂Eij ∂Eij ∂Ekl ∂Eij ∂T ∂Eij ∂C �  

 
 
	 Ekl Emn + …+ ∂3F(0)

∂Eij ∂Ekl ∂Emn
� (20)

●● entropię

S = – θ Eij – θ2 + … c – = – – 
∂F ∂2F(0) ∂2F(0)∂2F(0) ∂3F(0)
∂T ∂T 2 ∂C ∂T∂Eij ∂T ∂T3

� (21)

●● potencjał chemiczny M

 
	 M = c + Eij + c2 + … θ + = – 

∂F ∂2F(0) ∂2F(0)∂2F(0) ∂3F(0)
∂T ∂C 2 ∂C ∂T∂Eij ∂C ∂C3  

 
� (22)

Po wprowadzeniu oznaczeń:

	 Cijkl = , αij = ,∂2F(0, T0, C0) ∂2F(0, T0, C0)∂2F(0, T0, C0)
∂Eij ∂Ekl ∂Eij ∂T∂Eij ∂T �  

 
�  
	 βij =

∂2F(0, T0, C0)
∂Eij ∂C ,�  

�  
 
	 b = 

∂2F(0, T0, C0)
∂C∂T m = 

∂2F(0, T0, C0)
∂T 2,

s = 
∂2F(0, T0, C0)

∂C 2 Dijklmn = 
∂3F(0, T0, C0)
∂Eij ∂Ekl ∂Emn

,

d = 
∂3F(0, T0, C0)

∂T 3 e = 
∂3F(0, T0, C0)

∂C 3,

,

,

�  
 
 
 
 
 
� (23)

otrzymuje się:

	 Sij = Cijkl Ekl + αij θ + βij c + Dijklmn Ekl Emn + γij θ2 + ϑij c2 + � 
 
	 +Fijkl Ekl θ + Iijkl Ekl c + Jij cθ +… � (24)

	 S = –mθ – αij Eij – bc – dθ2 +…� (25)

	 M = sc + βij Eij + bθ + ec2 + …� (26)

gdzie przez analogię wprowadza się dodatkowe, przykładowe 
tensory materiałowe γij, ϑij, Fijkl, Iijkl, Jij.

Bilans entropii
Równanie (10) można przekształcić do innej postaci, stosu-

jąc zasadę zachowania masy [1]:

	 F(Eij, T, C) = Eij Ekl + θ2 + [ ∂2F(0)∂2F(0)1
∂T 2∂Eij ∂Ekl2

 
 
 
+ c2 + 2  + 2Eijθ Eijc + 2 cθ] +∂2F(0) ∂2F(0) ∂2F(0)∂2F(0)

∂C 2 ∂Eij ∂T ∂C ∂T∂Eij ∂C  
 
 
+ [ Eij Ekl Emn +  +θ3 c3] + …∂3F(0) ∂3F(0) ∂3F(0)

∂Eij ∂Ekl ∂Emn ∂T 3 ∂C 3
1
6 �  

� (19)

Based on Eq. (6), the following may be further determined:
●● stresses Sij:

	  
	 Sij = Ekl + c +== θ +∂F ∂2F(0) ∂2F(0) ∂2F(0)

∂Eij ∂Eij ∂Ekl ∂Eij ∂T ∂Eij ∂C �  
 
 
	 Ekl Emn + …+ ∂3F(0)

∂Eij ∂Ekl ∂Emn
� (20)

●● entropy S:

 
S = – θ Eij – θ2 + … c – = – – 

∂F ∂2F(0) ∂2F(0)∂2F(0) ∂3F(0)
∂T ∂T 2 ∂C ∂T∂Eij ∂T ∂T3

� (21)

●● chemical potential M:

 
	 M = c + Eij + c2 + … θ + = – 

∂F ∂2F(0) ∂2F(0)∂2F(0) ∂3F(0)
∂T ∂C 2 ∂C ∂T∂Eij ∂C ∂C3

� (22)

After introducing the notations:

	 Cijkl = , αij = ,∂2F(0, T0, C0) ∂2F(0, T0, C0)∂2F(0, T0, C0)
∂Eij ∂Ekl ∂Eij ∂T∂Eij ∂T �  

 
�  
	 βij =

∂2F(0, T0, C0)
∂Eij ∂C  ,�  

�  
 
	 b = 

∂2F(0, T0, C0)
∂C∂T m = 

∂2F(0, T0, C0)
∂T 2,

s = 
∂2F(0, T0, C0)

∂C 2 Dijklmn = 
∂3F(0, T0, C0)
∂Eij ∂Ekl ∂Emn

,

d = 
∂3F(0, T0, C0)

∂T 3 e = 
∂3F(0, T0, C0)

∂C 3,

,

,

�  
 
 
 
 
 
� (23)

we obtained:

	 Sij = Cijkl Ekl + αij θ + βij c + Dijklmn Ekl Emn + γij θ2 + ϑij c2 + � 
 
	 +Fijkl Ekl θ + Iijkl Ekl c + Jij cθ +… � (24)

	 S = –mθ – αij Eij – bc – dθ2 +…� (25)

	 M = sc + βij Eij + bθ + ec2 + …� (26)
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	 Ċ = – + τ∂ηi
∂Xi

� (27)
gdzie:
ηi – składowa wektora przepływu substancji dyfundującej [

kg
m2 ∙ s];

τ – wydajność wewnętrznych źródeł masy [ kg
m3 ∙ s].

Wstawiając wzór (27) do (10), otrzymuje się:

	 TṠ = + M + W – Mτ∂qi ∂ηi
∂Xi ∂Xi

� (28)

Równanie to można przekształcić do postaci:

	 Ṡ = – ( ),i + (ηi ),i + σqi M
T T � (29)

gdzie:

	 σ = – ηi ( ),i + ––qiT,i M W Mτ
T 2 T T T � (30)

jest wielkością charakteryzującą prędkość tworzenia się en-
tropii, dlatego σ > 0.
Źródło entropii (30) można zapisać w postaci [1]:

	 σ = – ηiT( ),i + W – Mτ] = [ –qiT,i M1
T 2 TT  

 
 
	 = [qi Xi

(q) + ηi Xi
(η) + W – Mτ]1

T
� (31)

gdzie:

	 Xi
(q) = – T,i

T’
�  

 
	 Xi

(n) = – T ( ),i
M
T

� (32)

nazywa się bodźcami termodynamicznymi. W termodynamice 
procesów nieodwracalnych, w przypadku przepływów lami-
narnych przyjmuje się, że są one liniowymi funkcjami bodź-
ców termodynamicznych [1]:

	 qi = L(qq) Xi 
(q) + L(qη) Xi 

(η)�  
 
	 ηi = L(ηq) Xi (q) + L(ηη) Xi

(η)� (33)

gdzie L (qq), L (qη), L (ηq), L (ηη) to symetryczne operatory liniowe. 
Wstawiając wzór (32) do wzoru (33) otrzymuje się:

	 qi = – L(qq) –  T ( ),i L(qη)T,i M
T T � (34)

	 ηi = – L(ηq) – T ( ),i L(ηη)T,i M
T T � (35)

Dalsze przekształcenia prowadzą do następujących wzorów:

	 qi = –kij T,j + hij ηj� (36)

gdzie:
kij – tensor zawierający współczynniki przenikania ciepła [

W
mK];

hij – tensor zawierający, tzw. efekt Dufoura [ Jkg].

Wzór (35) można przedstawić w postaci:

where, by analogy, additional sample material tensors are 
introduced γij, ϑij, Fijkl, Iijkl, Jij.

Entropy balance
The Equation (10) can be transformed to another form using 

the principle of mass conservation [1]:

	 Ċ = – + τ∂ηi
∂Xi

� (27)

where:
ηi – component of the diffusion substance flow vector [

kg
m2 ∙ s];

τ – capacity of internal mass sources [ kg
m3 ∙ s].

By inserting Eq. (27) into Eq. (10) the following is recei-
ved:

	 TṠ = + M + W – Mτ∂qi ∂ηi
∂Xi ∂Xi

� (28)

This equation can be transformed to the form:

	 Ṡ = – ( ),i + (ηi ),i + σqi M
T T � (29)

where:

	 σ = – ηi ( ),i + ––qiT,i M W Mτ
T 2 T T T � (30)

is the quantity characterising the rate of entropy formation, 
therefore σ > 0.
The source of entropy (Eq. 30) will be expressed in the form 

[1]:

	 σ = – ηiT( ),i + W – Mτ] = [ –qiT,i M1
T 2 TT  

 
 
	 = [qi Xi

(q) + ηi Xi
(η) + W – Mτ]1

T
� (31)

where:

	 Xi
(q) = – T,i

T’
�  

 
	 Xi

(n) = – T ( ),i
M
T

� (32)

are called thermodynamic stimuli. In the thermodynamics of 
irreversible processes, for laminar flows, it is assumed that 
such flows are linear functions of thermodynamic stimuli [1]:

	 qi = L(qq) Xi 
(q) + L(qη) Xi 

(η)�  
 
	 ηi = L(ηq) Xi (q) + L(ηη) Xi

(η)� (33)

where L (qq), L (qη), L (ηq), L (ηη)  are symmetric linear operators. 
By inserting Eq. (32) into Eq. (33) the following is received:

	 qi = – L(qq) –  T ( ),i L(qη)T,i M
T T � (34)

	 ηi = – L(ηq) – T ( ),i L(ηη)T,i M
T T � (35)
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	 ηi = – (L(ηq) – ML(ηη)) – M,i L(ηη)T,i
T � (37)

Korzystając z rozwinięcia (22) otrzymuje się:

	 M,i = sc,i + βkl Ekl,i + bθ,i + ec,i
2 + …� (38)

Wstawiając wzory (22) i (38) do (37), otrzymuje się:

	 ηi = (– – bL(ηη)) θ,i – sL(ηη) c,i – βkl L(ηη) Ekl,i +L(ηq)

T  
 
	 + θ,i c + Ekl,i θ,i + θθ,i + θ,ic2 –sL(ηη) βklL(ηη) bL(ηη) eL(ηη)

T T T T  
 
	 – eL(ηη)c,i

2 + …� (39)

Ostatecznie:

	 ηi = –DT θ,i – DC c,i – Dkl
E Ekl,i + DTC θ,i c + �  

 
	 + Dkl

ET Ekl θ,i + DTT θθ,i + D’TC θ,i c2 + DCC c,i
2 + …�(40)

Rozszerzone równanie przewodnictwa 
cieplnego i rozszerzone prawo dyfuzji oraz 
równania statyczne (równowagi) i równania 
ruchu
Do wzoru (28) opisującego drugą zasadę termodynamiki 

wstawia się wzór (26) i zlinearyzowany wzór (40) oraz (25) 
i (26), otrzymując:

	 T (–mθ ̇ – αij Ėij – bċ – dθ ̇ 2 + …) = (–kij θ,j + hij ηj),i + �  
 
	 + (sc + βmn Emn + bθ + …) (–DT θ,i – DC c,i – Dkl

E Ekl,i),i + � 
 
	 + W – Mτ – kij θ,ij + hij ηi,j + (T0 + θ) (mθ ̇  + αij Ėij +�  
 
	 + bċ + dθ ̇ 2 + …).� (41)

Rozszerzone, uogólnione prawo przewodnictwa cieplnego 
(uogólnione prawo Fouriera) ma zatem postać:

	 (T0 + θ) Ṡ = –qi,i + Mηi,i + W – Mτ� (42)

gdzie:

	 Ṡ = –mθ ̇ – αij Ėij – bċ – dθ ̇ 2 + …� (43)

	 qi,i = –kij θ,ij + hij ηj,i� (44)

	 M = sc + βij Eij + bθ + ec2 + …� (45)

Rozszerzone, uogólnione prawo dyfuzji (prawo Ficka) ma 
postać:

	 Ċ = –ηi,i + τ� (46)

gdzie ηi,i wyznacza się, wykorzystując wzór (40):

Further transformations lead to the following formulae:

	 qi = –kij T,j + hij ηj� (36)

where:
kij – tensor containing the heat transfer coefficients  [

W
mK];

hij – tensor containing the so-called Dufour effect [ Jkg].

The relation (35) can be presented as:

	 ηi = – (L(ηq) – ML(ηη)) – M,i L(ηη)T,i
T � (37)

Further, the extension for Eq. (22) is used:

	 M,i = sc,i + βkl Ekl,i + bθ,i + ec,i
2 + …� (38)

By inserting Eqs. (22) and (38) into Eq. (37) we obtain as 
follows:

	 ηi = (– – bL(ηη)) θ,i – sL(ηη) c,i – βkl L(ηη) Ekl,i +L(ηq)

T  
 
 
	 + θ,i c + Ekl,i θ,i + θθ,i + θ,ic2 –sL(ηη) βklL(ηη) bL(ηη) eL(ηη)

T T T T  
 
 
	 – eL(ηη)c,i

2 + …� (39)

Lastly:

	 ηi = –DT θ,i – DC c,i – Dkl
E Ekl,i + DTC θ,i c + �  

 
	 + Dkl

ET Ekl θ,i + DTT θθ,i + D’TC θ,i c2 + DCC c,i
2 + …�(40)

Extended equation of thermal conductivity, 
extended diffusion law, static (equilibrium) 
equations and equations of motion
Into Equation (28) describing the second law of thermody-

namics we insert Eq. (26) and linearized Eqs. (40), (25) and 
(26), obtaining:

	 T (–mθ ̇ – αij Ėij – bċ – dθ̇ 2 + …) = (–kij θ,j + hij ηj),i + �  
 
	 + (sc + βmn Emn + bθ + …) (–DT θ,i – DC c,i – Dkl

E Ekl,i),i + � 
 
	 + W – Mτ – kij θ,ij + hij ηi,j + (T0 + θ) (mθ ̇  + αij Ėij +�  
 
	 + bċ + dθ ̇ 2 + …).� (41)

The extended and generalised law of thermal conductivity 
(generalised Fourier’s law) is therefore of the form:

	 (T0 + θ) Ṡ = –qi,i + Mηi,i + W – Mτ� (42)

where:
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	 ηi,i = –DT θ,ii – DC c,ii – Dkl
E Ekl,ii + DTC (θ,ii c + θ,i c,i) + �  

 
	 + Dkl

ET (Ekl.i θ,i + Ekl θ,ii) + DTT (θ,i θ,i + θθ,ii) + …� (47)

	 [Sjk (δik + ui,k)] + ρ0( f0i – üi) = 0∂
∂Xj

� (48)

gdzie:
Sjk – tensor naprężenia, II tensor Pioli-Kirchhoffa
Komentarz
σij – tensor naprężenia Kirchhoffa (naprężenia w konfiguracji końcowej, od-
niesione do konfiguracji końcowej), σij = σji dla i ≠ j – tensor symetryczny;
Tij – I tensor naprężenia Pioli-Kirchhoffa (naprężenia w konfiguracji koń-
cowej, odniesione do konfiguracji początkowej), Tij ≠ Tji dla i ≠ j – tensor 
niesymetryczny;
Sij – II tensor naprężenia Pioli-Kirchhoffa (symetryzowany I tensor Pioli-
-Kirchhoffa), Sij = Sji dla i ≠ j – tensor symetryczny.

Warunki brzegowe i początkowe
Na podstawie przyjętych założeń wprowadzono następujące 

warunki początkowe:

	 ui = u0i,�  

	 u̇i = u̇0i,�  

	 T = T0�  

	 C = C0� (49)

Warunki brzegowe typu statycznego zapisuje się w nastę-
pującej postaci:

	 p̂i = Sjk (δik + ui,k) nj� (50)

gdzie:
p̂i – znana składowa wektora sił powierzchniowych na powierzchni gra-
nicznej ciała ∂B0p [ Nm2 ];
Sjk – składowa tensora naprężeń, II tensora Pioli-Kirchhoffa [

N
m2 ];

nj – kosinus kierunkowy orientujący powierzchnię graniczną ∂B [–].

Warunki brzegowe typu geometrycznego:

	 ui = ûi� (51)

gdzie:
ui – składowa wektora przemieszczeń [m]
ûi – znana składowa wektora przemieszczeń na powierzchni granicznej 
ciała ∂B0u [m].

Warunki brzegowe typu termicznego i dyfuzyjnego zapisano 
np. w postaci tzw. warunków II rodzaju:

	 qi = q̂i�  
 
	 ni = η̂i� (52)

gdzie:
qi – składowa wektora gęstości strumienia ciepła [

W
m2 ];

	 Ṡ = –mθ̇ – αij Ėij – bċ – dθ ̇ 2 + …� (43)

	 qi,i = –kij θ,ij + hij ηj,i� (44)

	 M = sc + βij Eij + bθ + ec2 + …� (45)

The extended and generalised law of diffusion (Fick’s law) 
takes the following form:

	 Ċ = –ηi,i + τ� (46)

where ηi,i is determined using Eq. (40):

	 ηi,i = –DT θ,ii – DC c,ii – Dkl
E Ekl,ii + DTC (θ,ii c + θ,i c,i) + �  

 
	 + Dkl

ET (Ekl.i θ,i + Ekl θ,ii) + DTT (θ,i θ,i + θθ,ii) + …� (47)

 
	 [Sjk (δik + ui,k)] + ρ0( f0i – üi) = 0,

∂
∂Xj

� (48)

where:
Sjk – the second Pioli-Kirchhoff stress tensor

Comments:
σij – Kirchhoff stress tensor (stresses in the final configuration, related to 
the final configuration), σij = σji for i ≠ j – symmetric tensor,
Tij – the first Pioli-Kirchhoff stress tensor (stresses in the final configu-
ration, related to the initial configuration) Tij ≠ Tji for i ≠ j – unsymme-
trical tensor,
Sij – the second Pioli-Kirchhoff stress tensor (the first symmetrical Pioli-
-Kirchhoff tensor), Sij = Sji for i ≠ j – symmetric tensor.

Boundary and initial conditions
Based on the assumptions adopted, the following initial con-

ditions are introduced:

	 ui = u0i,�  

	 u̇i = u̇0i,�  

	 T = T0�  

	 C = C0� (49)

Static-type boundary conditions are formulated as follows:

	 p̂i = Sjk (δik + ui,k) nj� (50)

where:
p̂i – known component of the surface force vector at the boundary surface 
of the body ∂B0p [ Nm2 ];
Sjk – the second Pioli-Kirchhoff stress tensor  [

N
m2 ];

nj – directional cosine orienting the boundary surface  ∂B [–].

The boundary conditions of geometrical type are formu-
lated as follows:

	 ui = ûi� (51)
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q̂i – znana składowa wektora gęstości strumienia ciepła na powierzchni 
granicznej ciała ∂B0T [ W

m2 ];
ni – składowa wektora przepływu substancji dyfundującej [

kg
m2 ∙ s];

η̂ i – znana składowa wektora przepływu substancji dyfundującej na po-
wierzchni granicznej ciała ∂B0C [ kg

m2 ∙ s
].

Podsumowanie
Rozszerzone równanie przewodnictwa cieplnego, uogól-

nione prawo Fouriera (42), rozszerzone równanie dyfuzji, 
uogólnione prawo Ficka (46) oraz równania ruchu i statyczne 
równania równowagi (48) uzupełnione warunkami począt-
kowymi (49) i warunkami brzegowymi (50)÷(52) stanowią, 
matematyczne sformułowanie rozważanego problemu po-
czątkowo-brzegowego. Z ogólnych rozważań, będących do-
meną mechaniki ciała stałego/mechaniki ośrodków ciągłych 
wynika, że tego typu sformułowania mają dwie fundamen-
talne własności: istnieje rozwiązanie, rozwiązanie jest jed-
noznaczne.
Następnym elementem jest rozwiązanie tego typu zagad-

nienia nieliniowego. W tym przypadku można rozważać wy-
łącznie użycie metod numerycznych. Należy jednak dokonać 
dyskusji, które człony nieliniowe zawarte we wzorach (20)÷ 
(22) trzeba pozostawić, a to przełoży się wprost na równania 
(42) i (46). Następnie trzeba podjąć decyzję o stosowaniu po-
dejścia nieprzyrostowego (co przedstawiono w artykule) lub 
podejścia przyrostowego, w uaktualnionym opisie Lagrange’a. 
Zwraca się uwagę, że przedstawione w artykule równania sta-
nowią podstawę do sformułowania zlinearyzowanych rów-
nań w podejściu przyrostowym z różnymi uwarunkowaniami 
odnoszącymi się do dokładności rozwiązania rozważanego 
zagadnienia początkowo-brzegowego. Istotne jest to, że do 
rozwiązania tego zagadnienia można stosować dwa podsta-
wowe podejścia:

●● rozwiązanie dwuetapowe polegające na zastosowaniu Me-
tody Elementów Skończonych (MES) i metody bezpośredniego 
całkowania równań ruchu (np. metodę Newmarka);

●● rozwiązanie jednoetapowe polegające na wykorzystaniu 
Metody Elementów Czasoprzestrzennych (MECZ).

Artykuł wpłynął do redakcji: 13.10.2025 r. 
Otrzymano poprawiony po recenzjach: 26.11.2025 r. 

Opublikowano: 22.04.2026 r.

where:
ui – component of the displacement vector [m]
ûi – known component of the displacement vector at the boundary sur-
face of a body ∂B0u [m].

Boundary conditions of the thermal and diffusion type can 
be formulated in the form of so-called second-type conditions:

	 qi = q̂i�  
 
	 ni = η̂i� (52)

where:
qi – component of the heat flux density vector [

W
m2 ];

q̂i – known component of the heat flux density vector at the boundary sur-
face of a body ∂B0T [ W

m2 ];
ni – component of the diffusion substance flow vector [

kg
m2 ∙ s];

η̂ i – known component of the diffusion substance flow vector at the boun-
dary surface of a body ∂B0C [ kg

m2 ∙ s
].

Conclusions
Extended thermal conductivity equation, generalised Fourier’s 

law (42), extended diffusion equation, generalised Fick’s law (46) 
and equations of motion, static equations of equilibrium (48) sup-
plemented by initial conditions (49) and boundary conditions 
(Eq. 50–52) provide a complete mathematical formulation of 
the initial-boundary problem under consideration. In the light of 
general considerations, which are the domain of solid mechan-
ics/mechanics of continuous medium, this type of formulations 
has two fundamental properties: there is a solution and the solu-
tion is unambiguous.
The next step is to solve this type of non-linear problem. Here, 

only the use of numerical methods can be considered. First, how-
ever, a discussion must be carried out as to which non-linear ele-
ments contained in Equations (20)–(22) should be left in place, 
and this will translate directly into Equations (42) and (46). Then 
a decision has to be made whether to use the non-incremental ap-
proach (which is presented in this article) or the incremental ap-
proach, in the updated Lagrangian description. It is noted that the 
equations presented in this article provide a very good basis for the 
formulation of linearised equations in the incremental approach 
with different conditions relating to the accuracy of the solution 
to the considered initial-boundary problem. What’s important 
is that two basic approaches can be used to solve this problem:

●● a two-stage solution involving the use of the Finite Ele-
ment Method (FEM) and a direct integration method of the 
equations of motion (e.g., Newmark’s method);

●● a one-step solution using the Space-Time Element Method 
(STEM).
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