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Abstract. The paper concerns three-layer slabs of the Hoff in
terms of their use as independent slab floor elements. Three
variants of the panels were analyzed, differing in the material from
which the cladding and the core of the board were made. The
result of the analysis was to determine the relationship between
the load of the three-layer slab and its vertical displacements
(deflections). The practical possibility of using the variational
finite difference approach (MRS) and the finite element method
(FEM) for the calculation of plate three-layer elements of the Hoff
and homogeneous, isotropic plates has been demonstrated. For
three variants of the plate, computer simulations were carried out
using these methods and experimental verification of one of the
variants was carried out. The article presents only a fragment of
extensive experimental and analytical research.

Keywords: three-layer slabs; ordinary concrete; perlite concrete;
fibrocomposite; numerical analysis; MRS; FEM.

n the middle of the 20th century, N. Hoff published a

theory on sandwich panels consisting of two faces

(outer layers) made of high-strength materials joined

by a filler (core) made of a lower-strength, lighter-
-weight material. In three-layer panels of the described
construction, manufactured entirely in one cycle, there is
continuity of displacement across the contact between the
faces and the core, so there is no slippage between the layers.
The modulus of elasticity of the outer layers significantly
exceeds that of the filler. In deriving the relationship, Hoff
assumed that the filler material is non-deformable in the
direction perpendicular to the center surface. The outer
layers of the slab are uniform and satisfy all the assumptions
of the theory of thin discs and isotropic plates. From the
assumptions made, it follows that in bending the deformation
of this type of three-layer slab is antisymmetric with respect
to its center surface. With properly selected component
materials for the faces and core, such a three-layer structure
can be optimized in such a way that each component
contributes to the optimal properties of the whole structure
under the given conditions.

Three-layer floor slabs constructed for use in construction
should carry high service loads as well as provide high thermal
and acoustic insulation. By comparing the slab floor systems
currently used in practice with properly designed and
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Streszczenie. W artykule zaprezentowano plyty trojwarstwowe
Hoffa w aspekcie zastosowania ich jako samodzielnych ptyto-
wych elementow stropowych. Przeanalizowano trzy warianty
ptyt z réznymi oktadzinami i rdzeniem. Wynikiem analiz byto
okreslenie zaleznosci pomigdzy wielkoscia obciazenia plyty troj-
warstwowej a jej przemieszczeniami pionowymi (ugigciami).
Wykazano praktyczna mozliwo$¢ stosowania metody wariacyj-
nego ujecia réznic skonczonych (MRS) i metody elementéw
skonczonych (MES) do obliczania ptytowych elementow troj-
warstwowych Hoffa oraz izotropowych plyt jednorodnych. Prze-
prowadzono symulacje komputerowe tymi metodami trzech wa-
riantéw plyty oraz dokonano weryfikacji doswiadczalnej jedne-
go z wariantow. W artykule przedstawiono tylko fragment sze-
rokich badan do$wiadczalnych i analitycznych.

Stowa kluczowe: plyty trojwarstwowe; beton zwykty; perlito-
beton; fibrokompozyt; analizy numeryczne; MRS; MES.

potowie XX w. N. Hoff opublikowatl teori¢ do-

tyczaca ptyt warstwowych, zwanych réwniez

ptytami sandwiczowymi, sktadajacych sig

z dwoch oktadzin (warstw zewngtrznych) wyko-
nanych z materiatdw o duzej wytrzymatosci, potaczonych wy-
petniaczem (rdzeniem) z materialu o mniejszej wytrzymatosci
i mniejszym cigzarze niz oktadziny. W plytach trojwarstwo-
wych o opisanej konstrukcji, wykonanych w jednym cyklu,
w poprzek styku okladzin z rdzeniem istnieje ciagto§¢ prze-
mieszczen, a wige nie ma poslizgu migdzy warstwami. Modut
sprezystosci warstw zewngtrznych jest znacznie wigkszy niz
modut sprezystosci wypelniacza. Przy wyprowadzaniu zalez-
nosci Hoff przyjat, ze materiat wypetniacza jest nieodksztal-
calny w kierunku prostopadtym do powierzchni §rodkowe;j.
Warstwy zewngtrzne ptyty sa jednakowe i spetniaja wszystkie
zatozenia teorii cienkich tarcz oraz ptyt izotropowych. Z przy-
jetych zatozen wynika, ze przy zginaniu odksztalcenia tego ro-
dzaju plyty trojwarstwowej sq antysymetryczne wzgledem jej
powierzchni srodkowej. Dzigki odpowiednio dobranym mate-
riatom sktadowym na oktadziny i rdzen, konstrukcjg trojwar-
stwowa mozna zoptymalizowa¢ w taki sposob, ze kazdy ele-
ment sktadowy przyczynia si¢ do uzyskania jak najlepszych,
w danych warunkach, wlasciwosci catej struktury.

Stropowe plyty trojwarstwowe, skonstruowane z mys$la
wykorzystania ich w budownictwie, powinny przenosi¢ duze
obciazenia uzytkowe oraz zapewnia¢ dobra izolacyjnos¢ ter-
miczna i akustyczna. Poréwnujac aktualnie stosowane w prak-
tyce ptytowe systemy stropowe z odpowiednio zaprojektowa-
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constructed three-layer slabs, made of properly selected
materials in terms of technical and geometric parameters, it is
possible to achieve much better than existing floor element
solutions.

In the 1970s and 1980s [2], the idea arose to design three-
-layer floor slabs for use in agricultural construction. Several
three-layer slabs with a core of polystyrene foam and foam
glass were manufactured and underwent successful field tests
[3, 4]. However, the development of three-layer panels was
discontinued at this stage and was not continued further, due
to computational difficulties. At the end of the twentieth
century, a group of researchers dealt with the issues related to
computer simulation of deformation of the three-layer slab,
along with evaluation of the effect on deformation of
randomness of filler characteristics. The deformation of a
Hoff’s three-layer slab subjected to random loading with a
normal distribution was also analyzed [5, 6, 7].

Mathematical models for evaluating the effect of
randomness of filler characteristics of a three-layer slab were
developed by Boniecki, Dworecki [8]. In a collective work
edited by Magnucki, Oswald [9], the problems of stability and
optimal shaping of individual layers of the slab in order to
obtain the best possible properties of the three-layer structure,
under the given conditions, were presented. Magnucki and
Oswald dealt with a simplified model of three-layer slabs
resulting from the assumption that the outermost layers carry
only normal and tangential stresses in their plane and have no
bending stiffness. This assumption corresponds to sandwich
panels with thin outer layers. Staszak et al. [10] presented two
approaches to calculating three-layer slabs of the Hoff model.
In the first, they presented a calculation algorithm using the
variational finite difference method (FDM), assuming actual
geometric and material parameters. In the second, they applied
the method of numerical homogenization of the sandwich slab,
replacing the stiffness of the individual layers with a
homogeneous substitute slab with a shear-corrected substitute
stiffness analytically derived by the shear correction factor.
Comparing the two approaches, the authors concluded that
it can be assumed that the static analysis of the slab by
simplified methods using numerical homogenization with an
analytical shear correction factor is appropriate and can be
applied to sandwich structures. An interesting approach to
homogenization, which allows simplifying the computational
model and replacing the complex composite structure with a
homogeneous slab, was proposed by Staszak et al. [11]. They
derived a numerical homogenization method based on strain
energy equivalence in precast concrete slabs reinforced with
steel space trusses, homogenizing them to a single slab element
with effective stiffness. Wachowiak and Wilde [12] dealt with
FDM in variational terms as applied to finding solutions to
shell theory problems. These authors gave a function
describing the elastic strain energy for three-layer slabs that
was the basis for the performed numerical calculations
presented in this work [13].

The purpose of the conducted research and analysis was to
demonstrate that FDM and FEM methods are suitable for
solving the problems of three-layer slabs, and that the faces

712025 (nr 635)

nymi i skonstruowanymi ptytami trojwarstwowymi, wykona-
nymi z wlasciwie dobranych materiatow pod katem parametrow
technicznych i geometrycznych, mozna uzyska¢ znacznie lep-
sze od dotychczasowych rozwiazania elementéw stropowych.

W latach siedemdziesiatych i osiemdziesiatych XX w. [2] po-
wstat pomyst opracowania projektu trojwarstwowych plyt stro-
powych przeznaczonych do stosowania w budownictwie rolni-
czym. Wykonano kilka plyt trojwarstwowych z rdzeniem ze
styropianu i szkta piankowego, ktore przeszly pomysine bada-
nia poligonowe [3, 4]. Na tym etapie przerwano jednak prace
nad rozwojem ptyt tréjwarstwowych i nie kontynuowano ich ze
wzgledu na trudnosci obliczeniowe. Pod koniec XX w. grono na-
ukowcow zajmowatlo sig¢ zagadnieniami zwigzanymi z kompu-
terowa symulacja deformacji ptyty trojwarstwowej wraz z oce-
na wplywu na losowo$¢ deformacji cech wypehiacza. Analizo-
wano réwniez deformacje ptyty trojwarstwowej Hoffa poddanej
losowemu obciazeniu o rozktadzie normalnym [5, 6, 7].

Modele matematyczne dotyczace oceny wplywu losowosci
cech wypehiacza ptyty trojwarstwowej opracowali Boniecki,
Dworecki [8]. W pracy zbiorowej [9] przedstawiono problemy
dotyczace stabilnosci 1 optymalnego ksztattowania poszczegol-
nych warstw ptyty w celu uzyskania jak najlepszych, w danych
warunkach, wlasciwosci plyty tréjwarstwowej. Magnucki
1 Oswald [9] zajmowali si¢ uproszczonym modelem plyt trojwar-
stwowych wynikajacym z przyjetego zatozenia, ze warstwy
skrajne przenosza w swojej ptaszczyznie jedynie napr¢zenia nor-
malne i styczne oraz nie maja sztywnosci na zginanie. Zatozenie
to odpowiada ptytom warstwowym o cienkich warstwach ze-
wngtrznych. Staszak i in. [10] przedstawili dwa podejscia do ob-
liczania plyt trojwarstwowych modelu Hoffa. W pierwszym za-
prezentowali algorytm obliczeniowy z zastosowaniem metody
roznic skonczonych w ujeciu wariacyjnym (MRS), przyjmujac
rzeczywiste parametry geometryczne i materialowe. W drugim
przypadku zastosowali metode numerycznej homogenizacji pty-
ty warstwowej, zastgpujac sztywnos¢ poszczegolnych warstw
jednorodna ptyta o sztywnosci zastepezej, skorygowanej przy Sci-
naniu analitycznie wyprowadzonym wspdtczynnikiem korek-
cyjnym $cinania. Poréwnujac oba podejscia, autorzy stwierdzi-
li, Ze analiza statyczna plyty metodami uproszczonymi z wyko-
rzystaniem homogenizacji numerycznej, z analitycznym wspot-
czynnikiem korekcji Scinania, jest wlasciwa i moze by¢ zastoso-
wana do konstrukcji warstwowych. Ciekawe podejscie do homo-
genizacji, ktora pozwala uprosci¢ model obliczeniowy i zastapi¢
skomplikowana strukturg kompozytowa jednorodna plyta, zapro-
ponowali Staszak i in. [11]. Wyprowadzili numeryczna metodg
homogenizacji bazujaca na rownowaznosci energii odksztatce-
nia w prefabrykowanych ptytach betonowych, zbrojonych sta-
lowymi kratownicami przestrzennymi, homogenizujac je do po-
jedynczego elementu ptytowego o efektywnej sztywnosci. Wa-
chowiak i Wilde [12] zajmowali si¢ MRS w ujgciu wariacyjnym
w zastosowaniu do poszukiwania rozwiazan z zakresu teorii po-
wtok i podali funkcjonat opisujacy energi¢ odksztalcenia sprg-
zystego plyt trojwarstwowych, ktory byt podstawa wykonanych
obliczen numerycznych prezentowanych w [13].

Celem prowadzonych badan i analiz byto wykazanie, ze me-
tody MRS i MES nadaja si¢ do rozwiazywania zagadnien ptyt
trojwarstwowych oraz ze oktadzing takich ptyt mozna wyko-
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of such slabs can be made using traditional concrete or a
fine-aggregate fiber composite made on waste sand
aggregate. It should be noted that by using waste aggregate
after the hydroclassification process as a full-fledged building
material to produce a fine-aggregate fiber composite, these
analyses fit into a worldwide trend related to Environmental
Sustainability.

Technical characteristics of slab materials

Three variants of Hoff's three-layer model slab were
analyzed (Tables 1 and 2). The slabs consist of three layers and
are symmetrical with respect to the middle plane. The outer
layers, the so-called faces, satisfy the assumptions of the theory
of thin, isotropic, homogeneous plates, and the middle layer,
the core, is non-deformable in the vertical direction.

The first variant of the slab was manufactured with the faces
made of plain concrete and a core of perlite concrete. In variant I,
the faces are fine aggregate fiber composite, and the core is
perlite concrete. Variant III assumes that the core of the slab is
of fine-aggregate fibrocomposite and the faces are of plain
concrete. In each variant, the thickness of the faces was
assumed to be 30 mm, the thickness of the core was assumed
to be 60 mm, and the area of the three-layer slab (I_x 1) was
assumed to be 1200 x 600 mm. Table 1 lists the composition
of concrete mixtures used to manufacture the three-layer slab,
and Table 2 lists their properties [13, 14].

To manufacture the slabs of variants II and III, a fine-
-aggregate fiber composite was adopted because, it has
mechanical and physical properties that are superior or similar
to ordinary concrete [14]. Studies published in papers [15, 16]
have shown that fine-aggregate fiber composite behaves like
ordinary concrete in flexural elements with conventional
reinforcement. The addition of steel fibers significantly

Table 1. Concrete mix depots per 1 m?
Tabela 1. Sktad mieszanek betonowych na 1 m*

naé, stosujac tradycyjny beton lub drobnokruszywowy fibro-
kompozyt wykonany na odpadowym kruszywie piaskowym.
Nalezy zaznaczy¢, ze przez zastosowanie kruszywa odpadowe-
go (po procesie hydroklasyfikacji), jako petnowartoSciowego
surowca budowlanego do wytworzenia drobnokruszywowego
fibrokompozytu, analizy te wpisuja si¢ w ogolno§wiatowa ten-
dencj¢ zwiazana ze zrownowazonym rozwojem srodowiska.

Charakterystyka techniczna materiatow ptyty

Analizg obj¢to trzy warianty ptyty trojwarstwowej mode-
lu Hoffa (tabela 1 i 2). Trzy warstwy ptyty sa symetryczne
wzgledem plaszczyzny srodkowej. Warstwy zewngtrzne,
tzw. oktadziny, speiniaja zatozenie teorii ptyt cienkich, izo-
tropowych, jednorodnych, a warstwa $rodkowa (rdzen) jest
nieodksztatcalna w kierunku pionowym.

Pierwszy wariant ptyty ma oktadziny z betonu zwyktego
i rdzen z perlitobetonu. W wariancie II oktadziny stanowi
drobnokruszywowy fibrokompozyt, a rdzen perlitobeton, na-
tomiast w wariancie III zatoZono, ze rdzen plyty jest z drobno-
kruszywowego fibrokompozytu, a oktadziny z betonu zwykte-
go. W kazdym z wariantow przyjeto grubosé plyt oktadzino-
wych 30 mm, grubo$¢ rdzenia 60 mm i powierzchnig plyty
trojwarstwowej (1 x ly) 1200 x 600 mm. W tabeli 1 podano
sktad mieszanek betonowych, z ktérych wykonano ptytg troj-
warstwowa, a w tabeli 2 ich wlasciwosci [13, 14].

Do skonstruowania wariantu II i I1I ptyty przyjeto drobno-
kruszywowy fibrokompozyt, poniewaz charakteryzuje si¢
wlasciwos$ciami mechaniczno-fizycznymi lepszymi badz zbli-
zonymi do betonu zwyktego [14]. Badania opublikowane
m.in. w [15, 16] wykazaty, iz drobnokruszywowy fibrokom-
pozyt zachowuje si¢ jak beton zwykly w zginanych elemen-
tach ze zbrojeniem konwencjonalnym. Dodatek wtokien sta-
lowych w istotny sposob poprawia no$no$¢ na zginanie i $ci-

Table 2. Material characteristics of three-layer slabs
Tabela 2. Charakterystyka materiatowa plyt trojwarstwowych

Ordinary Fiber Perlite Perlite Ordinary Fiber
Ingredient/ concrete/  compo-  concrete/ concrete/ concrete/ composite/
Skladnik mieszanki Beton i:te/Fibrot- Plfr:ito- Properties/Wlasciwosci Perlitobeton Beton zwykly Fibrokompozyt
owykly ompozy con mean values (coefficient of variation v)/
Cement: CEM [-42,5R 350 - 350 Srednie wartosci (wspélezynnik zmiennosci v)
CEM II/A-V 42,5R [k - 420 = .
(ke] Apparent density p [kg/m’}/ 19 24 23
Aggregate sgnd/ 0-2 mm 637 - B Gestosé pozorna p [kg/m?] (v=1,8%) (v=10,8%) (v=0,7%)
kel/ piasek  0—4 mm” - 1570 7 7
[ke] Cubic compressive strength 10.09 14 676
Kru-szywo gravel/l  2—4mm 355 - 355 fc e [MPa]/Wytrzymato$¢ na (= 10 %) v~ A %) e ,3%)
[kg] FwWir 4 -8 mm 828 828 Sciskanie kostkowa fc,cubc [MPa] > g
Perlite 0 — 2 mm/Perlit 0-2 mm [kg] - - 600 Cylindrical compressive strength
. . f ., [MPa]/Wytrzymato$¢ na 8,82 o 254 10 64"!)
Silica dust/Pyt krzemionkowy [kg[ - 21 - G e vl & [MPa] (v=9,6%) (v=3,5%) (v=6%)
c,eyl
lastici 1 kator [1 - 1
Superplasticizer/Superplastyfikator [} 68 > Splitting tensile strength ft,spl [MPa)/ 73
Tap water/Woda wodociagowa [1] 178 160 178 Wytrzymato$¢ na rozciaganie przy - - —78"/
rozhupywaniu f, || [MPa] (v=28%)
Steel fibers/Wtokna stalowe
A=1d=62,5 (1=50 mm, d=0,8 mm) - 94 (1,2%) - Static modulus of elasticity 10.07 16 367
k; E_ [GPa]/Statyczny modut > ’ )
el sprezystosci Ey [G)I/’a] (v=18%) (v=1,9%) (v="7%)
*) aggregate that is a post-production waste from the hydroclassification procss.
Fiber composite is patented under patent No. 239641 /kruszywo bedace od- Kirhchoff’s Model G [GPa]/ 5,64 13,58 15,29
padem poprodukcyjnym w procesie hydroklasyfikacji. Fibrokompozyt za- ~ Modut Kirhchoffa G [GPa] (v=1,6%) (v=2%) (v="7%)

strzezony jest patentem Nr 239641.
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improves the flexural and shear capacity of such elements,
making it possible to reduce conventional reinforcement [17,
18]. The addition of steel fibers also reduces the opening width
of cracks perpendicular to the axis of the element and diagonal
cracks. The nature of steel fiber work in the buttress zone has
been shown to be superior to that of stirrups due to the more
ductile nature of the material [16].

Computational Methods
and Experimental Verification

The calculation of Hoff three-layer slabs was carried out
using the finite difference method (FDM) and the finite
element method (FEM). For the variant I slab, FDM and FEM
calculations were carried out and experimental tests were
performed to verify the results of the numerical calculations.
For variant IT and III, calculations were carried out using the
FEM method to demonstrate its suitability for calculating
Hoff's three-layer slabs.

The literature lacks practical solutions for Hoff’s three-layer
slabs. This is due to the need to devote a large amount of
calculus work to obtain them and a good mastery of methods
for solving higher-order differential equations. Taking this into
account, it seems that practical solutions for this type of
structures can be sought through numerical calculations using
the finite difference method. Buczkowski [4] presented an
application of the variational finite difference method to find
solutions for the aforementioned slabs. The essence of the
problem is to determine the minimum for the elastic strain
energy function of a bent three-layer slab. The equilibrium
equations derived by Hoff [1] for three-layer slabs with faces
satisfying the assumptions of thin discs and isotropic plates,
expressed in terms of three displacements u, v, w, are presented
as a system of three partial differential equations (1), where: u
(x, y) is the displacement in the midplane of the lower face in
the x-axis direction, x', v(x, y) the displacement in the midplane
of the lower face in the y-axis direction, w(w, y) describes the
vertical displacement, the same for all layers, namely:

[D 1-v2 72p2 — (1—v2)Gw(2h+6)2]
ES

4ESh

_ (1-v%)6yy(2h+8) aw [i

2ESh 0x dx2 2

(1-v?)Gyw(2h+8) dw | 1+v d%u n [ 92 n
2ESh dy 2 0x0y dy?

In the equations above (1), the following designations are
adopted: E, v — Young's modulus and Poisson's ratio of the
material of the outer layers; G — modulus of elastic strain
of the middle layer; 8, 2h — thicknesses of the outer and
middle layers; D = E33/12 (1-v?) — stiffness of the outer
(face) layer.

Using the elastic strain energy function for a bent three-layer
slab [12], it was proposed to find solutions for the mentioned slabs,
using a variational approach of the finite difference method. An
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_ (1-v2)Gy (2h+8) du

1v 8 (1—v2)aw] u ot

1v0?  (1-v?)Gw

nanie takich elementdw, dzigki czemu mozliwa jest redukcja
zbrojenia konwencjonalnego [15]. Dodatek wiokien stalowych
ogranicza rowniez szeroko$¢ rozwarcia rys prostopadtych do osi
elementu i rys ukosnych. Charakter pracy wiokien stalowych
w strefie przypodporowej okazat si¢ lepszy od pracy strzemion
ze wzgledu na bardziej ciagliwy charakter materiatu [16].

Metody obliczeniowe i weryfikacja doswiadczalna

Obliczenia ptyt trojwarstwowych Hoffa przeprowadzono,
stosujac metodg roznic skonczonych (MRS) i metodg elemen-
tow skonczonych (MES). Przeprowadzono obliczenia MRS
1 MES wariantu I plyty oraz wykonano badania doswiadczal-
ne w celu zweryfikowania wynikow obliczen numerycznych.
W przypadku wariantu II i IIT obliczenia przeprowadzono me-
toda MES, aby wykazac jej przydatno$¢ do obliczania plyt troj-
warstwowych Hoffa.

W literaturze przedmiotu nie ma praktycznych rozwiazan plyt
trojwarstwowych modelu Hoffa. Wynika to z koniecznosci po-
$wigcenia duzego naktadu pracy rachunkowej do ich uzyskania
oraz dobrego opanowania metod rozwigzywania rownan roz-
niczkowych wyzszego rzedu. Uwazamy, ze praktycznych roz-
wigzan tego typu ustrojéw mozna poszukiwaé na drodze obli-
czen numerycznych, stosujac metodg roznic skonczonych.
Buczkowski [4] przedstawit zastosowanie metody wariacyjne-
go ujecia roznic skonczonych do poszukiwania rozwiazan wspo-
mnianych ptyt. Istota zagadnienia polega na wyznaczeniu mi-
nimum funkcjonatu energii odksztatcenia sprezystego zginanej
plyty tréjwarstwowej. Rownania rownowagi wyprowadzone
przez Hoffa [1], dotyczace plyt trojwarstwowych z oktadzina-
mi spelniajacymi zatozenia cienkich tarcz oraz ptyt izotropo-
wych, wyrazone za pomoca trzech przemieszczen u, v, w, przed-
stawiono w postaci uktadu trzech czastkowych rownan ro6znicz-
kowych (1), gdzie: u (x, y) jest przemieszczeniem w plaszczyz-
nie $rodkowej dolnej oktadziny w kierunku osi x', v(x, y) prze-
mieszczeniem w plaszczyznie srodkowej dolnej oktadziny
w kierunku osi y, a w(w, y) opisuje przemieszczenie pionowe,
jednakowe w przypadku wszystkich warstw, a mianowicie:

(1-v?)

2ES

du (1-v2)Gy (2h+8) v

=q

(M

ay? ESh

2 ox? ESh ] v=0

W rownaniach (1) przyjeto oznaczenia: E, v — modut
Younga i wspolczynnik Poissona materiatu warstw ze-
wngtrznych; G — modut odksztalcenia postaciowego war-
stwy $rodkowej; 8, 2h — grubo$¢ warstw zewngtrznych
i srodkowej; D = E&* /12 (1-v?) — sztywno$¢ warstwy ze-
wnetrznej (oktadziny).

Korzystajac z funkcjonatu energii odksztatcenia sprezyste-
go zginanej ptyty tréjwarstwowej [12], zaproponowano do
poszukiwania rozwigzan wspomnianych plyt zastosowanie wa-
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riacyjnego ujgcia metody
roznic skonczonych. Istot-
na zaleta metody wariacyj-

nego ujgcia réznic skon-
czonych jest to, ze w przy-

jetym uktadzie niewiado-
mych nalezy spehi¢ tylko

important advantage of M =0

the variational approach Sy ié’

of the finite difference N, =0 %
method is that in the 1 5 3 7} 3 3
assumed system of

unknowns, only the 7 3 9 10 [11 |12
geometric  boundary

conditions must be 13 |14 f15 [t6 |17 |18

satisfied, and the static

geometryczne  warunki
brzegowe, a warunki sta-

conditions are satisfied
naturally by the function

tyczne sa spelnione w spo-
sob naturalny przez sam

itself. Four conditions
are required at each edge

funkcjonat. Na kazdym
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of a three-layer slab.
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marks the previously
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e

ported and free edges.
In order to simplify

the calculations, the and free-edged slab

5=30 wedziach swobodnie pod-

Fig. 1. Three-layer slab cross-section and adopted split grid for free-supported Partych i swobodnych.

W celu uproszczenia ob-

Poisson's ratiov=0was Rys. I. Przekrdj plyty tréjwarstwowej i przyjeta siatka podziatu w przypadku pbvty - liczen, do dalszych rozwa-

adopted for further con-
siderations. By adopting v = 0 in the calculations, the elastic
strain energy functional of the bent slab is greatly simplified.
In the paper [2], a comparison of solutions for a three-layer slab
band was provided when v=0and v=0.167 were adopted. From
the analysis of the posted solutions, it was apparent that the
inclusion of v = 0.167 in the calculations has no significant
effect on the result of the calculations. In this case, the elastic
energy function of the bent slab takes the following form (2):

*w 2+ *w 2+2 2w\’
dx 2 dy? 0xdy

o krawedziach swobodnie podpartych i krawedziach swobodnych

+ 285 (f’“)z . (f’*’)z ;
0x ay

zan przyjeto wspolezynnik
Poissona v = 0, co znacznie upraszcza funkcjonat energii od-
ksztalcenia sprezystego zginanej ptyty. W pracy [2] zamiesz-
czono poréwnanie rozwiazan trojwarstwowego pasma ptyto-
wego przy przyjeciuv=01iv=0,167. Z analizy zamieszczo-
nych rozwiazan wynikato, ze uwzglednienie w obliczeniach
v=0,167 nie ma istotnego wptywu na rezultat obliczen. W ta-
kim przypadku funkcjonat energii sprezystej zginanej plyty
przyjmuje postac (2):

dudv 1 (6u)2

_ 1ﬂ 2D + 1 (617)2
2 dyox 2\dy 2 \0x
s ()
2 u2nh+80w (Ch+6)?aw\: v: 2v2h+8ow  (2h+8)? (dw\® f
R hidd dxd w+ q,u+q,v)dxd
+ 2hGy [hz Y Ton o 4h? (Bx) Rz h 2n ay 4h? (ay> y = )] (@ + axe+ ayv)dxdy

When seeking functions u, v, w in the form of discrete values
at the nodes of the slab division grid, the derivatives in the
functional (2) should be replaced by appropriate differential
schemes. The detailed procedure using FDM, the differential
schemes and the constructed global matrix on general
coefficients are discussed in [13]. Using this matrix, systems of
displacement equations were created for three-layer slabs, for
which computational models were built with the properties given
in Table 2. Using the finite difference method for the parameters
of the concretes used (variant I), deflections, failure force and
tensile stresses were determined for three-layer slabs [13].

In order to verify the results of FDM and FEM numerical
calculations, experimental tests were carried out (Photo). Slabs
(variant I) with a cross-section of 600 x 1200 mm and a
thickness of 120 mm (unit 3) were tested as free-supported on
two opposite edges, loaded centrally with a concentrated force.
The test pieces were subjected to bending under ad hoc loading

Poszukujac funkcji u, v, w, w posta01 dyskretnych wartos$ci
w wezlach siatki podziatu ptyty, pochodne w funkcjonale (2)
nalezy zastapi¢ odpowiednimi schematami réznicowymi.
Szczegodtowy sposob postgpowania przy uzyciu MRS, schema-
ty réznicowe oraz zbudowana macierz globalng na wspotczyn-
nikach ogdlnych omowiono w [13]. Korzystajac z tej macie-
rzy, utworzono uktady rownan przemieszczeniowych dotycza-
ce plyt trojwarstwowych, w przypadku ktérych zbudowano
modele obliczeniowe o wtasciwosciach podanych w tabeli 2.
Zapomoca metody roznic skonczonych, w przypadku parame-
trow betondw (wariant [) wyznaczono ugigcie, site niszczaca
i naprezenia rozciagajace plyt trojwarstwowych [13].

W celu weryfikacji wynikow obliczen numerycznych MRS
i MES przeprowadzono badania eksperymentalne (fotografia).
Plyty (wariant I) o przekroju 600 x 1200 mm i grubosci 120 mm
(szt. 3) badano jako wolnopodparte na dwoch przeciwleglych
krawedziach, obciazone centralnie sita skupiona. Elementy prob-
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using the Hysdozok system,
loading them continuously
until failure while maintaining
a constant rate of load increase
according to RILEM TC-119-
TCE. Aramis measuring
system was also used in the &
tests. The test methodology, s
execution method and

maintenance conditions of the S

test pieces are discussed in the General view of the three-layer slab test bench [13]
Ogolny widok stanowiska do badan plyt tréjwarstwowych [13]  nia takze przy uzyciu metody elementéw

paper [13].
The path to obtaining a solution by the finite difference
method (FDM) is labor-intensive, so it was decided to also
perform calculations using the finite element method (FEM).
Thus, the suitability of this method for slab analysis of the Hoff
model was tested. The purpose of the FEM calculations was also
to demonstrate the suitability of fine aggregate fiber composite
manufactured with waste sands for making this type of slab
(slab variant II and IIT). The static scheme and loading method
of the three-layer slab were assumed as in the calculation
example using the FEM method. The dimensions of the FEM
mesh were assumed to be 25 x 25 mm, the top and bottom faces
30 mm thick, the middle 60 mm thick. Nonlinearity was
introduced into the model by assuming that the bottom layer,
which first undergoes scratching, suffers a 6-fold reduction in
stiffness, and the middle layer suffers a 3-fold reduction.

Test results and their analysis

Selected experimental and analytical results are shown in
Table 3 as well as Figures 2 and 3.

The slabs were loaded until failure. The observed failure
mechanism showed no slippage in the interface between the
layers of perlite concrete and plain concrete. The deflections
of the slab increased gently. The mode of destruction of the
sandwich slab was as expected. The destruction occurred in the
center of the element, violently, a crack was heard. The design
of the slab has served its purpose and prevents delamination
of the faces and core and their slippage. Figures 2 and 3 show
an example map of vertical displacement (deflection) of
elements and tensile stresses in the bottom face layer for
variants | and II of the three-layer slab, obtained by FEM
calculations. The destruction of the variant I and II slab
followed a similar pattern. In variant I of the slab, the

ne poddano zginaniu pod obciazeniem doraz-
nym przy uzyciu systemu Hysdozok, obciaza-
| jac je w sposob ciagly az do zniszczenia z za-
chowaniem statej predkosci wzrostu obciaze-
niawg RILEM TC-119-TCE. W badaniach za-
stosowano takze system pomiarowy Aramis.
Metodg badan, sposdéb wykonania i warunki pie-
lggnacji elementéw probnych oméwiono w [13].

Droga do uzyskania rozwiazania metoda
réznic skonczonych (MRS) jest pracochton-
na, dlatego postanowiono wykonac¢ oblicze-

skonczonych (MES). Tym samym sprawdzono przydatnos¢
tej metody do analizy ptyt modelu Hoffa. Celem obliczen me-
toda MES byto takze wykazanie przydatnosci drobnokruszy-
wowego fibrokopozytu wytworzonego przy uzyciu piaskow
odpadowych do wykonania tego rodzaju ptyt (wariant I i III).
Schemat statyczny i sposob obciazenia plyty trojwarstwowe;j
przyjeto metoda MRS, jak w przyktadzie obliczeniowym.
Zalozono wymiary siatki MES 25 x 25 mm, gérna i dolna ply-
ta grubo$ci 30 mm, srodkowa 60 mm. Nieliniowo$¢ wprowa-
dzono do modelu, przyjmujac zatozenie, ze dolna warstwa,
ktéra pierwsza ulega zarysowaniu, doznaje sze$ciokrotnej
redukcji sztywnosci, a warstwa §rodkowa trzykrotne;j.

Wyniki badan i ich analiza

Wybrane wyniki badan do$§wiadczalnych i analitycznych
przedstawiono w tabeli 3 oraz na rysunkach 2 i 3.

Plyty byly obciazane az do zniszczenia. Nie stwierdzono po-
slizgu w styku migdzy warstwami perlitobetonu i betonu zwy-
kiego. Ugigcie ptyty narastato tagodnie. Sposob zniszczenia pty-
ty warstwowej byt zgodny z przewidywaniem. Zniszczenie na-
stapito gwalttownie w §rodku elementu i byto styszalne peknigcie.
Konstrukcja ptyty spetnia swoje zadanie, gdyz uniemozliwia roz-
warstwienie oktadzin i rdzenia oraz ich poslizg. Na rysunku 2 i 3
pokazano przyktadowa mape przemieszczen pionowych (ugig-
cia) elementow i1 naprezen rozciagajacych w warstwie oktadzi-
ny dolnej wariantow I i II plyty tréjwarstwowej, otrzymana
w wyniku obliczen metoda MES. Zniszczenie ptyty warian-
tu I 1 II przebiegato podobnie. W wariancie I, po wystapieniu
zarysowania w oktadzinie z betonu zwyklego, nastgpowala re-
dystrybucja pgknigcia na rdzen plyty z perlitobetonu, a takze
peknigcie rdzenia i zniszczenie elementu. W wariancie 1I,
po przekroczeniu wytrzymato$ci na rozciaganie przy zginaniu

Table 3. Calculation results obtained by MRS and FEM methods and from experimental studies
Tabela 3. Wyniki obliczen uzyskane metodq MRS i MES oraz z badan eksperymentalnych

Variant I slad/Plyta wariant I

Analyzed property (meam values)/

Analizowana wlasciwo$¢ (wartosci Srednie) FDM calculation
results/wyniki
obliczen MRS

Deflactiona  [mm]/Ugiecie a  [mm] 0,48
Failure force F, [kN]/Sita niszczaca F [kN] 18,0
Max. tensile stress o, [MPa]/Maksymalne naprezenie 303

rozciagajace 6, [MPa]

tmax

712025 (nr 635)

Variant Il slab/  Variant III slab
Plyta wariant Il /Plyta wariant III

FEM calculation experimental q T
results/wyniki studies/badania FDM calz‘;‘;&zg ﬁsél;tywymk'
obliczen MES eksperymentalne

0,46 0,47 0,26 0,37
17,0 17,4 32,2 29,1
2,8 2,66 3 2,8
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Fig. 2. Map of (a) deflections of the three-layer slab, and (b) tensile stresses in ordinary concrete cladding — variant I
Rys. 2. Mapa (a) ugie¢ plyty trojwarstwowej oraz (b) naprezen rozciqgajqcych w okladzinie z betonu zwyktego — wariant I
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Fig. 3. Map of (a) deflections of the three-layer slab, and (b) tensile stresses in a fibrocomposite cladding — variant II
Rys. 3. Mapa (a) ugie¢ piyty trojwarstwowej oraz (b) naprezen rozciqgajqcych w okladzinie z fibrokompozytu — wariant I1
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occurrence of a scratch in the plain concrete face was followed
by redistribution of the crack to the core of the perlite concrete
slab, cracking of the core and failure of the element. In variant II,
after the flexural tensile strength of the fiber composite was
exceeded and a scratch occurred in the bottom face, the slab
failed without much (visible) crack redistribution to the perlite
concrete core. After the scratching of the face, cracking of the
slab core and top face occurred.

Comparing the values of deflection (a, ), tensile stress
(0,,..) and failure force (#n) of the variant I slab, obtained by
FDM and FEM methods and experimental tests, (see Figure 3
and Table 3), their agreement was good. For example, in the
case of FEM calculations, the value of the a,_deflection of
the slab is about 5% less than that determined by the FDM
method and about 2% less compared to the deflection obtained
experimentally. The concordance of analytical and expe-
rimental results indicates the suitability of both numerical
methods for calculating Hoff model slabs. However, it should
be mentioned that in the case of FDM the path to the solution
is more complicated than in FEM.

A comparison of the results of calculations obtained by FEM
for all variants of the slabs shows that in the case of a component
with faces made of fiber composite and with a core of perlite
concrete (variant II), the failure occurred at a force about 47%
higher than in the case of faces made of plain concrete (variant I)
and about half the deflection. This relationship is confirmed by
the higher strength and ductility of the fine aggregate fiber
composite compared to plain concrete [15]. Using a core of
fiber composite and plain concrete faces also results in a higher
slab bearing capacity (about 42%) with less deflection than in
variant I (about 33%). Variant I1I did not prove as favorable as
11, but the slab deflections and the level of failure loads were
much more favorable than for variant I. After a crack formed
in the bottom face layer of plain concrete, at a stress of 2.8 MPa,
the crack was transferred to the fiber composite core, which
took over the load. When the flexural tensile strength was
reached, at a force equal to 29.1 kN, the slab failed.

In summary, in terms of load-bearing capacity and serviceabi-
lity, the most favorable slab was the one with faces made of fine
aggregate fiber composite and its core made of perlite concrete.

Conclusions

The variational finite difference method, used successfully
in isotropic plate theory, is suitable for solving the problems
relating to Hoff’s three-layer slabs. Similar results can also be
obtained using the finite difference method, but the calculations
made using the FDM are more labor-intensive and therefore time-
consuming. Experimental studies have shown agreement with
the results of calculations obtained by FEM and FDM methods.

The use of a fine-aggregate fiber composite made on the
basis of waste sands as a material for the faces or core of the
slab will significantly increase its load-bearing capacity and
serviceability. Taking into account the mechanical and physical
properties of the fine-aggregate fiber composite, as well as the
results of tests of shear capacity and flexural strength, it can
be assumed that it will prove useful as a structural material used
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fibrokompozytu i pojawieniu si¢ zarysowania w oktadzinie dol-
nej ptyta ulegta zniszczeniu bez widocznego przeniesienia ry-
sy na rdzen z perlitobetonu. Po zarysowaniu oktadziny wysta-
pito peknigcie rdzenia plyty i oktadziny gorne;j.

Poréwnujac wartosci ugigcia (a, ), naprezenia rozciagaja-
cego (o,, )1 sily niszczacej (Fn) plyty wariantu I, uzyskane
metodami MRS i MES oraz w badaniach eksperymentalnych
(rysunek 3, tabela 3), stwierdzono dobra ich zgodnos¢.
W przypadku obliczen MES warto$¢ ugigcia a, plyty jest
o ok. 5% mniejsza niz wyznaczona metoda MRS 1 o ok. 2%
mniejsza w porownaniu z ugigciem uzyskanym w ekspery-
mencie. Zgodno$¢ wynikoéw obliczen analitycznych i badan
doswiadczalnych wskazuje na przydatnos$¢ obu metod nume-
rycznych do obliczania ptyt modelu Hoffa. Nalezy jednak
nadmieni¢, ze w przypadku MRS droga do uzyskania rozwia-
zania jest bardziej skomplikowana niz MES.

Z poréwnania wynikow obliczen dotyczacych wszystkich wa-
riantow plyt uzyskanych MES wynika, ze w przypadku elemen-
tu z oktadzing wykonana z fibrokompozytu i z rdzeniem z per-
litobetonu (wariant II) zniszczenie nastapito przy sile o ok. 47%
wigkszej niz w przypadku oktadzin z betonu zwyklego (wariant I)
10 ok. potowe mniejszym ugigciu. Zaleznosc¢ ta znajduje potwier-
dzenie w wigkszej wytrzymatosci i ciagliwosci drobnokruszywo-
wego fibrokompozytu w poréwnaniu z betonem zwyktym. Sto-
sujac rdzen z fibrokompozytu, a okladzing z betonu zwyktego,
uzyskuje si¢ rowniez wigksza ok. 42% no$no$¢ ptyty przy mniej-
szym ok. 33% ugigciu niz w wariancie I. Wariant I1I nie okazat
si¢ tak korzystny jak 11, ale ugigcie plyty i poziom obciazen nisz-
czacych byly znacznie korzystniejsze niz w przypadku warian-
tu I. Po powstaniu rysy w warstwie oktadziny dolnej z betonu
zwyktego, przy naprezeniu rownym 2,8 MPa, rysa zostata prze-
niesiona na rdzen z fibrokompozytu, ktory przejat obciazenie.
Po osiagnigciu wytrzymato$ci na rozciaganie przy zginaniu,
przy sile rownej 29,1 kN nastapito zniszczenie plyty.

Pod wzgledem nosnosci i uzytkowalnosci najkorzystniejsza
okazata si¢ ptyta, ktorej oktadzina wykonana jest z drobno-
kruszywowego fibrokompozytu, a jej rdzen z perlitobetonu.

Podsumowanie

Metoda wariacyjnego ujecia roznic skonczonych, stoso-
wana z powodzeniem w teorii plyt izotropowych, nadaje si¢
réwniez do plyt trojwarstwowych wg modelu Hoffa. Podob-
ne rezultaty mozna tez uzyskac, stosujac metode réznic skon-
czonych, przy czym obliczenia wykonane przy uzyciu MRS
sa bardziej pracochtonne, a tym samym czasochtonne. Bada-
nia eksperymentalne wykazaty zgodnos¢ z wynikami obli-
czen uzyskanych metodami MES i MRS.

Zastosowanie drobnokruszywowego fibrokompozytu, wytwo-
rzonego na bazie piaskow odpadowych, jako materiatu na okta-
dzing lub rdzen plyty, znacznie zwigkszy jej no$nos¢ i uzytko-
walno$¢. Biorac pod uwagg wlasciwosci mechaniczno-fizyczne
drobnokruszywowego fibrokompozytu oraz wyniki badan no-
$nosci na $cinanie 1 no$nos$ci na zginanie, mozna przypuszczac,
ze sprawdzi si¢ on jako material konstrukcyjny do wykonywa-
nia elementow ptytowych. Dzigki swoim wiasciwos$ciom moze
wigc, w niektorych przypadkach, stanowi¢ alternatywe betonu



SCIENCE IN CONSTRUCTION — SELECTED PROBLEMS

to manufacture slab elements. Thus, owing to its properties, it
can, in some cases, be an alternative to plain concrete for
making three-layer floor slabs according to the Hoff’s model.

Hoff three-layer slabs can be successfully used, as modern
solutions for floor systems. For the faces of three-layer slabs, a fine
aggregate fiber composite based on waste sands or plain concrete
can be used, but this will provide a much lower load-bearing
capacity for such a slab. Perlite concrete or other traditional
insulating materials, such as polystyrene or foam glass, can be used
for the core. Concrete faces can be reinforced conventionally, using
steel or non-metallic reinforcement, and it can also be made as fiber
concrete without conventional reinforcement for insignificant slab
service loads, or reduce the reinforcement according to the
proportion of distributed reinforcement. It is also significant that
three-layer slabs can be manufactured conventionally in molds,
on vibrating tables or even, as prestressed slabs.

Owing to the appropriately selected component materials for
the faces and core, the three-layer structure can be classified
as a structure with near-optimal solutions, in which each
component contributes to the best properties of the whole
structure under the given conditions.

The three-layer slabs used in the model tests confirmed that
it is possible to construct a slab floor element that meets the
load-bearing requirements with the right materials, while being
high-finished. By analyzing the properties of the constituent
materials of the slab, it can be assumed that it will also meet
the requirements of thermal and acoustic insulation. Such floor
slabs have better technical parameters than previously used
floor system solutions, and any materials can be used for which
strength parameters should be determined. Appropriate
selection of component materials enables to obtain an element
that makes optimal use of their properties.
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zwyktego w przypadku wykonywania stropowych plyt trojwar-
stwowych wg modelu Hoffa. Plyty te moga by¢ z powodzeniem
stosowane jako nowoczesne rozwigzania systemow stropowych.

Do wykonania oktadzin ptyt trojwarstwowych mozna zasto-
sowa¢ fibrokompozyt drobnokruszywowy na bazie piaskow
odpadowych lub beton zwykty, ktory jednak zapewni znacz-
nie mniejsza no$nosc¢ plyty. Na rdzen mozna wykorzystac per-
litobeton lub inne tradycyjne materiaty izolacyjne, jak styro-
pian czy szkto piankowe. Oktadziny betonowe moga by¢ zbro-
jone tradycyjnie z wykorzystaniem zbrojenia stalowego lub
niemetalicznego, a takze wykonywane jako fibrobetonowe bez
zbrojenia konwencjonalnego, przy nieduzych obciazeniach
uzytkowych ptyt, lub ze zredukowanym zbrojeniem stosow-
nie do udziatu zbrojenia rozproszonego. Wazne jest tez to, ze
plyty tréjwarstwowe mozna wykonywac w sposob tradycyjny
w formach, na stotach wibracyjnych lub nawet jako sprezone.

Dzigki odpowiednio dobranym materialom sktadowym
na oktadziny i rdzen konstrukcjg trojwarstwowa mozna zaliczy¢
do konstrukcji o rozwigzaniach prawie optymalnych, w ktorych
kazdy element sktadowy przyczynia si¢ do uzyskania najlep-
szych w danych warunkach wlasciwosci catej struktury.

Plyty trojwarstwowe uzyte do badan modelowych potwier-
dzity, ze mozna skonstruowac element ptytowy, stropowy, kto-
ry przy zastosowaniu odpowiednich materialdw spetnia wyma-
gania nosnosci, a jedocze$nie ma duzy stopien wykonczenia.
Analizujac wlasciwosci materiatow sktadowych ptyty, stwier-
dzono, ze spetni ona réwniez wymagania izolacyjnosci ter-
micznej i akustycznej. Takie ptyty stropowe maja lepsze para-
metry techniczne od dotychczas stosowanych, a do ich wyko-
nania mozna uzy¢ dowolnych materiatow, w przypadku kto-
rych nalezy okresli¢ parametry wytrzymatosciowe. Dzigki od-
powiedniemu doborowi materiatow sktadowych mozna otrzy-
ma¢ element optymalnie wykorzystujacy ich wlasciwosci.

Artykut wplynal do redakcji: 20.01.2025 r.
Otrzymano poprawiony po recenzjach: 10.03.2025 r.
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