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Streszczenie. W artykule opisano analizg belki obcigzonej dy-
namicznie jako modelu zabytkowej konstrukcji mostowej, w kto-
rej zastosowano thumik drgan zmniejszajacy wytezenie konstruk-
cji przez redukcjg drgan belki mostowej, ktore sa wywotane dzia-
faniem stochastycznego strumienia sit poruszajacych sig ze sta-
ta predkoscia. Wartos¢ kazdej z sit oraz czas migdzy ich dziata-
niem sa traktowane jako zmienne losowe. Rozwazono kilka kry-
teriow optymalizacji ugigcia belki mostowej z zamontowa-
nym absorberem o réznych parametrach.

Stowa kluczowe: analiza dynamiczna; redukcja drgan; losowe
drgania; proces Poissona.

biekty mostowe, jak wszystkie budowle, pod-
legaja procesom degradacji. W pracy [1] przed-
stawiono propozycje¢ klasyfikacji czynnikow zwia-
zanych ze zjawiskami degradacji zelbetowych
obiektéw mostowych. Podkreslono w niej, ze powstajace
uszkodzenia sg efektem dziatania zindywidualizowanych
i z reguly skomplikowanych procesow degradacyjnych anga-
zujacych roéwniez oddzialywania zewngtrzne, jak np. w przy-
padku mostéw zbyt duze drgania wywotane poruszajacymi sig
pojazdami, nazywanymi stymulatorami degradacji.
Absorbery drgan (masowe ttumiki drgan; dynamic vibra-
tion absorbers DVAs; tuned mass dampers TMDs) sa popu-
larnymi rozwiazaniami zmniejszajacymi drgania konstruk-
cyjne. Dzigki ich zastosowaniu modyfikacji ulega schemat
dynamiczny konstrukcji. Najwigksza zaleta absorberow jest
ich maty rozmiar. W zwigzku z tym mozna je montowaé w ta-
kim miejscu, aby byly niewidoczne. Jest to istotne szczegdl-
nie w przypadku modernizacji obiektow zabytkowych, w kto-
rych konieczne jest zachowanie wygladu. Absorbery sa réw-
niez wykorzystywane na etapie koncepcji projektu nowego
obiektu budowlanego, przede wszystkim jako rozwiazanie
do realizacji lekkich konstrukcji o duzej rozpigtosci, ktore sa
czgsto wrazliwe na obciazenia dynamiczne ze wzgledu na ni-
ska czgstotliwos$¢ wlasna i niskie ttumienie systemu. Zagad-
nienie jest istotne nie tylko ze wzgledu na komfort uzytko-
wania, ale rowniez bezpieczenstwo konstrukeji. Dzigki thu-
mikom drgan mozliwa jest zmiana parametrow dynamicz-
nych konstrukeji i w efekcie zmniejszenie amplitudy drgan
szczegodlnie w przypadku rezonansu. Prawidtowa prognoza
pracy konstrukcji pod zadanym obciazeniem dynamicznym
jest kluczowa, gdyz przewidujac zachowanie konstrukcji,
mozna wprowadzi¢ rozwigzania naprawcze [2].
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Abstract. This paper describes an example of a historic bridge
structure in which a vibration damper is used to reduce the strain
on the structure by reducing the vibrations of the bridge beam,
which are caused by the action of a stochastic stream of forces
moving at a constant speed, where each force and the times
between arrival of the forces are treated as random variables.
Several optimisation criteria were considered, based on measures
of the variability of the random deflection of a bridge beam with
an absorber installed with different parameters.

Keywords: dynamic analysis; vibration absorber; random
vibration; Poisson process.

Typowy absorber sktada si¢ z wibrujacej masy, ktora stano-
wi pewna czgs¢ catkowitej masy mostu i w najprostszym przy-
padku jest podtrzymywana przez spr¢zyny Srubowe z rowno-
legtymi thumikami wiskotycznymi. Czgstotliwo$¢ drgan wia-
snych TMD jest dostrojona do czgstotliwos$ci drgan wlasnych
konstrukcji, w przypadku ktorej nalezy zwigkszy¢ thumienie
systemu. Zasada dziatania absorberow jest prosta: jesli drga-
nia sa wzbudzane w konstrukcji, to TMD rowniez drga, ale
z pewnym przesuni¢ciem fazowym w stosunku do drgan kon-
strukeji. To przesunigcie fazowe ruchow prowadzi do kompen-
sacji obciazen, co skutkuje zmniejszeniem amplitudy drgan.

Temat masowych ttumikow drgan jest dobrze rozpoznany
w literaturze. Badacze przyjmuja wzbudzanie konstrukcji pod-
stawowej jako proces deterministyczny albo losowy. Przepro-
wadzono wiele badan w celu optymalizacji parametréw pro-
jektowych, a tym samym maksymalizacji wydajno$ci absorbe-
row drgan. W zwiazku tym, ze pierwsza posta¢ drgan wia-
snych konstrukcji najczgsciej w sposob dominujacy wpltywa
na przemieszczenia obiektu, TMD jest zwykle dostrojony
do pierwszej czgstosci whasnej konstrukcji. Glowne parame-
try DVA to wspoétczynnik strojenia, czyli stosunek czgstosci ab-
sorbera do czgstosci wlasnej konstrukcji bez ttumika oraz
wspotczynnik masy absorbera do masy wlasnej konstrukcji.

Do najwazniejszych probleméw dynamiki konstrukcji z wi-
skotycznymi i lepkosprezystymi tlumikami drgan zalicza si¢
modelowanie ttumikdw, identyfikacjg parametrow modeli thu-
mikow, opis konstrukceji z thumikami, wyznaczanie charakte-
rystyk dynamicznych konstrukcji z thumikami drgan oraz opty-
malizacj¢ potozenia thumikéw w konstrukeji [3].

W artykule analizowany jest problem doboru optymalnego
potozenia absorbera redukujacego drgania belki mostowe;j
poddanej dziataniu stochastycznego strumienia sit poruszaja-
cych sig ze stata predkoscia, gdzie kazda z sit jest traktowana
jako zmienna losowa. Ponadto czas migdzy dziataniem tych
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sit jest traktowany rowniez jako zmienna losowa. Wtasciwo-
$ci obciazenia sa modelowane za pomoca filtrowanego pro-
cesu Poissona z wykorzystaniem dynamicznej funkcji wply-
wu [4]. Do analiz przyjgto dynamiczny absorber drgan (DVA)
o jednym stopniu swobody (SDOF) oraz model konstrukcji
pierwotnej o wielu stopniach swobody (MDOF). Rozwazono
kilka kryteriow optymalizacji, bazujac na wartosciach ocze-
kiwanych i wariancji odpowiedzi belki.

Analizowany problem

Rozwazane jest thumienie drgan swobodnie podpartej bel-
ki Eulera-Bernoulliego o skonczonej dtugosci L, z zamon-
towanym punktowo absorberem, w dowolnym miejscu
na diugosci belki, w odlegltoéci x, od lewego jej konca
- x,€ (0, L)). Drgania belki mostowej obciazonej strumie-
niem sit poruszajacych si¢ ze stalg predkoscia v opisane sa
rownaniem [5]:

N(@)
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gdzie:

EI — sztywno$¢ belki na zginanie;

m — masa na jednostke dtugosci belki;

¢ — wspotezynnik thumienia 6 bedacy funkcja delty Diraca;

1r(t) — sita oddziatywania absorbera na belce.

Z warunku rownowagi sit dzialajacych w obrebie absorbera

wynika, ze r () jest rowne sile bezwtadnosci dziatajacej na ma-

s¢ thumika:

d?q,(t) )
dt?

r(t) = =M,

gdzie: M,, q, — odpowiednio masa i przemieszczenie absorbera.

Przyjeto, Zze amplitudy warto$ci sit A, sa zmiennymi loso-
wymi, ktore sa zarowno wzajemnie niezalezne, jak i niezalez-
ne od losowych chwil t,. Zaktada sig, ze warto$ci oczekiwa-
ne E [A,] = E [A] = const sa znane. Losowe czasy t, stanowia
proces Poissona N(t) o parametrze A. Po wprowadzeniu kla-
sycznych warunkéow brzegowych oraz dwoch dynamicznych
funkcji wptywu — H, (x, t) i H, (x, t — L /v) wraz z warunkami
poczatkowymi mozna zapisa¢ ugigcie belki w, (x, t) w dowol-
nym czasie t oraz przy dowolnym potozeniu sity, za pomoca
catki Stieltjesa [5]:

t
W‘(’f’L (f,) =], L A@H (%, t=)dN(D) +
+A@H(x, t-T- L/ )AN()
Funkcja H, (x, t) jest odpowiedzia belki w czasie te <0, L /v>
na ruchoma sit¢ réwna jednosci (A, = 1), a funkcja
H, (x, t — L /v) jest odpowiedzia uktadu bez wzbudzenia ru-
chomymi sitami, ale z niezerowymi warunkami poczatkowy-
mi — jest to czas, gdy sila juz nie dziata na belkg.
Przyjeto nastgpujace parametry losowych funkceji ugigé

)

belki konstrukcyjne;j:
m warto$¢ oczekiwana [6]
E[w,(x, ©)] = E[AIAL [,"""H, (x, 1)dt + @)

+ E[A]L f:] JH(x, t—1— L /v)dt = E[AJAE[w (X, D)]
m moment j-go rze¢du [7]

i (x,90) = E[AY]A | " HIx, T)dke + E[AV]A [ Hitxt-t-Ldt (5)

m wariancja — moment dla j = 2, czyli
(%, %) = i, (x, 20) = E[A?ho; (x, 7) (6)

m kurtoza [7]

e e
Ji )
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W przypadku konstrukeji ciagltej, o nieskonczenie wielu
stopniach swobody (IDOF), przyjeto dynamiczna funkcje
wplywu w postaci szeregu sinusoidalnego, zastosowano metode
ortogonalnos$ci oraz ograniczono liczbg stopni swobody do C.
Otrzymano nast¢pujacy uktad rownan zwyczajnych:

d®yin(t) dy1n(t) 2 d*qu(t) . nmx, 2 nmut
T+20¢T+aunym(t) —MaTsm L - mLDsm Ly (8)
d?yyn (1) Ay @ d?q,(t) . nmx,
Itz + ZaT + Wiy, () — M, apz S L 0
, (€))
gdzie:

funkcje y, (t) 1y, (t) opisuja drgania belki z n-ta czestoscia wlasna; y, (t)
gdy sita jest na belce, a 'y, (1), gdy obciazenie dynamiczne nie dziata juz
na belkg; 20 = ¢/m'; o2 = (nn/L))*El/m, n =1, 2, ...G.

Drgania absorbera o jednym dynamicznym stopniu swobo-
dy (SDOF), o parametrach M, ¢, k , przymocowanego
do belki ciaglej o dtugosci L, w przypadku ¢ — pierwszych
postaci wiasnych maja postaé:

d*q(t) |, ca [d9a(®) ¢

dyin(t) . nmx,
2—
ETZREN T T e dt |t (10)
kq ¢ . nmxy
+M_a[qa(t)_zn:1Yin (t)Sln Lo =0

gdzie:

q,(t) — przemieszczenie absorbera potaczonego z belka;
M, — masa absorbera,

¢, — wspolczynnik thumienia;

k, — sztywno$¢ sprezyny thumika;

i=1,2.

W ten sposob otrzymano dwa oddzielne uktady réwnan
rozniczkowych zwyczajnych, w ktorych rozwiazania uzy-
skano przez calkowanie numeryczne z uzyciem proce-
dur systemu Wolfram Mathematica [8]. Oprogramowanie to
uzywa standardowo metody Rungego-Kutty, dobierajac au-
tomatycznie krok catkowania. W obliczeniach ograniczono
maksymalny krok catkowania do jednej tysigcznej czasu
przejazdu.

Kryteria optymalizacji i niezawodnosci

Kwestia optymalizacji parametrow absorbera byta rozwa-
zana w wielu opracowaniach juz pod koniec XX wieku, np.
[9, 10]. Nie zawsze jest mozliwe analityczne rozwiazanie
problemu, szczegélnie w przypadku obciazen stochastycz-
nych. Ponadto przyjmuje si¢ rdzne kryteria optymalizacji.
Rozwiazanie problemu optymalizacji zalezy zardéwno
od predkosci ruchu sity, jak i parametréw belki.

W artykule przyjgto nastgpujace kryteria optymalizacji:
minimalizacj¢ warto$ci oczekiwanej przemieszczenia wybra-
nego punktu belki wraz z wariancja [5] oraz maksymalizacj¢
ujemnej wartosci kurtozy (warto$¢ im blizsza zeru, tym le-
piej, gdyz wyniki sa mniej zréznicowane, tj. mniejsze ryzy-
ko pojawienia si¢ pojedynczego duzego ugigcia).
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Przyktad analizy numerycznej

Przyjeta do analizy belka swobodnie podparta jest modelem
drogowego zelbetowego mostu belkowego o rozpigtosci teore-
tycznej L) = 30 m, w ktérym pierwsza czgstos¢ wlasna wynosi
o, =4 rad/s. Po przeanalizowaniu — pod katem wzglednego blg-
du obliczen — uzywanych w analizie numerycznej 3 — 20 form
wlasnych stwierdzono, ze do dalszych obliczen wystarczy
przyja¢ 5 form whasnych [5], tj. { =5 we wzorze (10). Anali-
zie poddano rézne usytuowanie absorbera na dtugosci belki.
Przyjeto stata predkos¢ poruszajacych sig pojazdow, ktora po-
rownywano z predkoscia krytyczna v = n\/EI/mLf,.

Narysunku 1 przedstawiono funkcjg ugigcia belki mostowej
w trzech charakterystycznych miejscach podczas pracy
absorbera o parametrach p =M /mL; = 0,05 ik = o /o =1,
usytuowanego w potowie rozpigtosci belki, tj. x, = L /2.
Poréwnujac wykresy na rysunkach 1 oraz 2, mozna zauwazy¢
wyrazna pracg¢ absorbera, tzn. ugigcia belki mostowej sa
znacznie mniejsze, zwlaszcza gdy sity modelujace pojazdy
opuszcza belkg mostowa (na rysunkach 1 i 2 czas dziatania
sily poruszajacej si¢ z predkoscia rowna predkosci krytycznej
v=v_=137,5 km/h wynosit 0,78 s).

Jak pokazano na rysunku 1, ugigcie belki w jednej czwartej jej
dhugosci po lewej i prawej stronie jest prawie identyczne po upty-
wie czasu przejazdu pojazdu. Niewielkie zmiany widoczne sg na
poczatku obserwacji — potozenie w pierwszej potowie, liczac od
wjazdu pojazdu jest nieznacznie wigksze na poczatku przejazdu,
potem nieznacznie mnigjsze, a gdy pojazdy zjechaty z mostu,
wartosci sg identyczne. Podobna sytuacj¢ mozna zaobserwowac

A w0 L,
- =L/2
0,006 T 0
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NS =
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0008k V — 341,

Rys. 1. Przebieg czasowy drgan wybranych punktéw belki mostowej z ab-
sorberem o parametrach p=0,05, k=1 zamontowanym w polowie belki
Fig. 1. Time history of vibration in selected points on the bridge beam with the
absorberwith the parameters 1= 0,05, k= 1 installed in the midspan of the beam
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Rys. 2. Przebieg czasowy drgan wybranych punktow belki mosto-
wej bez zamontowanego absorbera

Fig. 2. Time history of vibration in selected points on the bridge beam
without any absorber
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w przypadku konstrukcji bez absorbera (rysunek 2). Oczywiste
jest, ze ugigcie w srodku jest wigksze niz w jednej czwartej dtu-
gosci belki, zarowno z lewej, jak i prawej strony.

Na fotografii przedstawiono miary opisowe: a) wartos¢
oczekiwana; b) wariancjg; ¢) sko$nos¢; d) kurtozg losowego
ugiecia srodkowej czesci belki mostowej z zamontowanym
absorberem o parametrach p = 0,05, k = 1 w zaleznosci od
predkoscei obciazenia poruszajacego sig po belce oraz od potozenia
absorbera na dlugosci belki. Zauwazalny jest wyrazny wplyw
sposobu zamontowania absorbera, szczegdlnie gdy pojazdy po-
ruszajq si¢ z predkoscia v € (80; 120) km/h, czyli najwigkszy
zakres zmiennosci analizowanych miar jest w przedziale
ve (0,6v_;0,9v_). Najmniejsze warto$ci wszystkich miar sa przy
predkosci do 80 km/h i niezaleznie od potozenia absorbera. In-
tuicyjnie jest to oczywiste — im mniejsza predkos¢, tym bardziej
,statyczna” praca konstrukcji — brak aktywacji absorbera. Ana-
lizujac fotografie b i d, ustalono, ze odpowiedzi belki z zamonto-
wanym absorberem nie s3 symetryczne, co potwierdzaja uzyska-
ne warto$ci wariancji. Od strony wjazdu pojazdéw na most wa-
riancja jest mniejsza niz w potowie belki blizszej zjazdu z mo-
stu. Wydaje sig, ze optymalne miejsce zainstalowania absorbe-
ra jest w przedziale dtugosci belki w zakresie niesymetrycznym
x,€(0,4L; 0,6L ). Kurtoza, jako miara koncentracji wynikow,
wskazuje w analizowanym przypadku, Zze mamy do czynienia
z ,,yozktadem platokurtycznym”, czyli jest mniejsze prawdopo-
dobienstwo wystapienia zdarzen ekstremalnych w porownaniu
z rozktadem normalnym. Mata wartos¢ kurtozy sygnalizuje
umiarkowany poziom ryzyka, poniewaz prawdopodobienstwo
ekstremalnych ugig¢ jest mate. Wariancja jest rowniez silnie po-
wigzana ze smuklo$cia rozktadu: im jest wigksza, tym rozktad
bardziej sptaszczony, a im mniejsza, tym bardziej spiczasty.

Whnioski

Utrzymanie historycznych mostéw wymaga statej kontroli
ich stanu technicznego oraz systematycznych prac remonto-
wych. Naprawy sa nieuniknione i niezb¢dne. Z uwagi na prze-
strzeganie zasad konserwatorskich remonty stuza réwniez ra-
towaniu zabytkow, ale przede wszystkim pomagaja przywro-
ci¢ lub zachowac¢ uzyteczno$¢ istniejacych obiektow. Dzigki te-
mu naprawy przywracaja lub wydtuzaja oczekiwang trwatos¢.
[11]. Zuzycie techniczne konstrukcji zwiazane jest nie tylko z jej
wiekiem, ale rowniez m.in. z procesami starzenia elementow
sktadowych, jako$cia wykonania, czg¢stotliwoscia i jakoscia
prac remontowych oraz zmieniajaca si¢ w czasie intensywno-
Scig obciazen. W przypadku obcigzen majacych charakter dy-
namiczny, aby zredukowac¢ drgania konstrukcji, inzynierowie
starajq si¢ wspomagac historyczne konstrukcje m.in. za pomo-
ca DVA lub TMD. Wazne jest, aby odpowiednio dostroi¢ thu-
mik, poniewaz zle dobrane urzadzenie moze zwigkszy¢ drga-
nia, zamiast je redukowac.

We wczesniejszych analizach stwierdzono, ze przy optyma-
lizacji absorbera nalezy wzia¢ pod uwage wariancj¢ ugigcia
srodka belki mostowej — im mniejsza wariancja, tym lepiej do-
strojony absorber. W pracy [5] ustalono, ze optymalne miejsce
zainstalowania absorbera jest w przypadku x e (0,3L; 0,6L ).
Po doktadnej analizie miar zmienno$ci zauwazono, ze odpo-
wiedzi nie sa symetryczne, tzn. od strony wjazdu pojazdow
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a) E[w,(x, t)]
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d) Kurt[w(x, 1)]
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Miary opisowe losowego ugiecia belki mostowej z zamontowanym absorberem o parametrach p = 0,05, k =1 w zaleznosci od predkosci obcigze-
nia poruszajacego si¢ po belce oraz od polozenia absorbera na dlugosci belki: a) warto$¢ oczekiwana; b) wariancja; c) skosnos¢; d) kurtoza

Descriptive measures of the random deflection of the bridge beam with an absorber of the following parameters u = 0,05, k= 1 depending on
the speed of the load moving along the bridge and the position of the absorber along the length of the beam; a) expected value; b) variance,

c) skewness, d) kurtosis

na most wszystkie miary zmienno$ci sq nieco mniejsze,
szczegolnie wariancja. Wydaje si¢ zasadne przyjgcie tezy, ze
optymalne miejsce zainstalowania absorbera jest w przedzia-
le dtugosci belki 0,4L, — 0,6L,. Zauwazono rowniez, ze
predkos¢ krytyczna nie powoduje najwigkszych odchylen —
najmniej korzystnie konstrukcja zachowuje si¢, gdy pojazdy
poruszaja si¢ z predkoscia v € (0,6v_; 0.9v_).
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