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W artykule przedstawiono za-
gadnienia dotyczące pracy
mostowej konstrukcji zes-
polonej stalowo-betonowej

uwzględniającej zarysowanie rozciąga-
nej płyty betonowej w warunkach rze-
czywistych. Analiza obejmowała ocenę
współdziałania betonu między rysami
w przenoszeniu zginania działającego
na przekrój zespolony, średnie odległo-
ści między powstałymi rysami i ich sze-
rokość rozwarcia. Wykorzystano wy-
niki badań próbnych obciążeń statycz-
nych mostu Północnego w Warszawie
[3]. Oceniono współpracę betonu mię-
dzy rysami w przenoszeniu sił zgi-
nających działającego na przekrój ze-
spolony. Wyznaczono średnie odle-
głości między rysami i ich szerokość
rozwarcia.

Problem rozciągania płyty betonowej
w zespolonych belkach ciągłych roz-
wiązano w połowie lat osiemdziesiątych
przez wprowadzenie w obszarach mo-
mentów ujemnych dodatkowych sił ści-
skających beton. Obecnie coraz czę-
ściej stosuje się belki z zarysowaną
strefą rozciąganą. Na ograniczenie roz-
warcia rys pozwolił ściśle określony
sposób zbrojenia (właściwe średnice
i odstępy między zbrojeniem) oraz od-
powiedni sposób obliczeń z uwzględ-
nieniem różnic sztywności giętnej prze-
krojów.

Model badanej konstrukcji
Most Północny składa się z trzech

niezależnych obiektów, przy czym
obiekty M2 i M3 stanowią dwie prawie
bliźniacze konstrukcje:

● M1 – trasa tramwajowa wraz z cią-
giem rowerowo-pieszym;

● M2 – jezdnia północna;
● M3 – jezdnia południowa.
Ze względu na brak pełnej doku-

mentacji technicznej obiektu M1 oraz

zmienną liczbę dźwigarów w obiekcie
M3, wynikającą ze zmiennej szeroko-
ści całkowitej, przeprowadzono anali-
zę obliczeniową obiektu M2.

Obiekt M2 został zaprojektowany
jako konstrukcja ciągła dziesięcioprzę-
słowa, o długości teoretycznej w osiach
podparć odpowiednio (licząc od lewego
brzegu rzeki) 45,00 + 65,00 + 110,00
+ 160,00 + 110,00 + 66,66 + 2 x 66,67
+ 60,00 + 45,00 = 795,00 m. Konstruk-
cję nośną stanowi stalowy, jednoko-
morowy dźwigar skrzynkowy współ-
pracujący z żelbetową płytą pomostu
jezdnego (rysunek 1). Wysokość kon-
strukcyjna dźwigarów w przęsłach za-
lewowych jest stała i wynosi 3,25 m,
zaś w głównym przęśle nurtowym
od 3,25 m w osi przęsła do 8,50 m
nad podporami.

Obiekt M2 Mostu Północnego ba-
dano pod obciążeniem próbnym,
które stanowiło 28 czteroosiowych
samochodów ciężarowych o średniej
masie całkowitej jednego pojazdu
31 994 kg.

Mechanizm tworzenia się rys
Na tworzenie się rys w belkach ze-

spolonych mają wpływ odkształcenia
wywołane przez obciążenia zewnętrz-
ne, a także odkształcenia na skutek
skurczu betonu czy też zmiany termicz-
ne [1, 2]. W betonowej części belki ze-
spolonej rysy mogą wystąpić w przy-
padku, gdy [7]:

■ płyta betonowa jest zginana – jeśli
oś obojętna dźwigara zespolonego nie
znajduje się w dźwigarze stalowym (ry-
sy prostopadłe do osi belki);

■ płyta betonowa jest rozciągana
– dotyczy stref tzw. momentów ujem-
nych (rysy prostopadłe do osi belki);

■ płyta betonowa jest ściskana – w fa-
zie osiągnięcia nośności granicznej.

Z punktu widzenia analizy sztywności
i nośności ciągłych, mostowych kon-
strukcji zespolonych ważne są rysy dru-
giego rodzaju. Ich lokalizacja, rozstaw
i rozwój wydają się kluczowe przy obli-
czaniu ugięć oraz redystrybucji momen-
tów zginających, zwłaszcza w zakre-
sie sprężystym, w układach ciągłych.
W tym kontekście istotna jest również
współpraca betonu rozciąganego ze
zbrojeniem w sąsiedztwie rysy.

Przebieg rys drugiego rodzaju, typo-
wych dla stref podporowych belek cią-
głych i wspornikowych, jest zbliżony do
rys w prętach rozciąganych. Charakte-
rystyczną ich cechą jest rozwój na ca-
łej wysokości przekroju, gdy napręże-
nia na górnej krawędzi przekroczą wy-
trzymałość betonu na rozciąganie.

Mechanizm tworzenia się rys.
W miarę wzrostu obciążenia współpra-
ca rozciąganego zbrojenia z betonem
obejmuje trzy fazy:

■ faza I – współpraca sprężysta –
pełne, ciągłe połączenie zbrojenia z be-
tonem. Odkształcenia stali zbrojenio-
wej oraz betonu w każdym przekroju
elementu są takie same. Różnica na-
prężeń rozciągających w betonie σc
i w zbrojeniu σs = nσc, przy tych sa-
mych odkształceniach obu materiałów,
wynika z różnicy ich modułów spręży-
stości n = Es/Ec;

■ faza II – tworzenie się rys –
pierwsza rysa powstaje w miejscu,
w którym najmniejsza jest lokalna wy-
trzymałość betonu na rozciąganie.
W miejscu powstania rysy naprężenia
w betonie spadają do zera, a zbroje-
nie przenosi całą siłę rozciągającą
σs = Ncr/As. Jest to możliwe, ponieważ
poza rysą występują siły przyczepności
zbrojenia do betonu. Ich zmienność
na długości pręta, z każdej strony rysy,
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wpływa na redystrybucję naprężeń
w betonie [2]. Nawet nieznaczny
wzrost obciążenia może wywołać kolej-
ne rysy, w miejscach, w których lokal-
na wytrzymałość betonu na rozciąga-
nie zostanie ponownie przekroczona.
Wzrost obciążeń zewnętrznych prowa-
dzi do tworzenia się rys do chwili, gdy
odległość pomiędzy nimi stanie się na ty-
le mała, że proces redystrybucji naprę-
żeń rozciągających w betonie nie będzie
możliwy;

■ faza III – ustabilizowane roz-
mieszczenie rys – dalszy wzrost ob-
ciążenia wywołuje wzrost rozwarcia
rys. Na całej długości rozciąganego
elementu występują różnice odkształ-
ceń stali zbrojeniowej i otulającego ją
betonu.

W przypadku, gdy siła rozciągająca
N jest mniejsza od siły krytycznej Ncr,
rozciągany element żelbetowy pracuje
w fazie I. Wzrost siły N powoduje
wzrost naprężeń rozciągających w be-
tonie. Gdy N = Ncr, w przekroju o naj-
mniejszej wytrzymałości powstaje
pierwsza rysa (σs = Ncr/As, σc = 0).
Na odcinkach pręta o długości sro, usy-
tuowanych poza strefami odprężenia,
odkształcenia i naprężenia w betonie
oraz w stali zbrojeniowej są zgodne
z założeniami fazy I: εc = εs i σs = nσc.
Dalszy wzrost obciążenia wywołuje fa-
zę ustabilizowanego rozmieszczenia
rys, których rozstaw srm pozostaje sta-
ły, natomiast zwiększa się ich rozwar-
cie. Średnie odkształcenie zbrojenia
wzdłuż całego pręta jest zatem mniej-
sze od tego, które wynikałoby z przyję-
cia teorii fazy II. Efekt ten określany
jest jako tension stiffening, czyli
usztywnienie przy rozciąganiu lub
współpraca betonu rozciąganego mię-
dzy rysami (rysunek 2).

Różnicę odkształceń zbrojenia oraz
elementu żelbetowego ∆, wynikające-
go z wpływu współpracy betonu i zbro-

jenia na odcinku między rysami okre-
śla zależność:

(1)

gdzie:
σsr

II i σ s
II – naprężenia w zbrojeniu wyznaczone

w fazie II, odpowiednio przy obciążeniu wywo-
łującym rysy oraz obciążeniu założonym;
β1 i β2 – współczynniki uwzględniające wpływ
naprężeń przyczepności oraz obciążeń dłu-
gotrwałych na odkształcenia rozciąganego
elementu.

Po osiągnięciu przez zbrojenie gra-
nicy plastyczności fyk (siła Nmax), szero-
kość rozwarcia rys wzrasta. Średnia jej
wartość wynika z różnicy odkształceń
betonu i stali zbrojeniowej (rysunek 3).

Rozwarcie rys przy średniej
odległości między rysami srm określa
zależność:

(2)

Po uwzględnieniu różnicy odkształceń
∆εsm zbrojenia i betonu zbrojonego,
równanie (2) ma postać:

(3)
Przyjmując zarysowanie za proces

ustabilizowany, obliczeniową szeroko-
ść rys prostopadłych do osi elementu
wk można wyznaczyć ze wzoru:

(4)
gdzie:
εsm – różnica odkształceń zbrojenia i betonu;
srm – odległość pomiędzy sąsiednimi rysami;
β – współczynnik określający zależność mię-
dzy wartościami średnimi i charakterystycz-
nymi szerokości rys (najczęściej β = 1,7).

Wartość średniego odkształcenia
zbrojenia rozciąganego εsm elementów

zarysowanych można wyznaczyć
z równania:

(5)

Współczynnik uwzględniający sztyw-
ność przy rozciąganiu ζ określa się
w zależności od momentu zginającego
Mk i momentu rysującego Mcr z wzoru:

(6)

gdzie:
β1 i β2 – współczynniki w zależności od rodza-
ju zbrojenia (β1 = 1,0 dla prętów żebrowanych
i β1 = 0,5 dla prętów gładkich) oraz charakte-
ru obciążenia (β2 = 1,0 przy obciążeniu jedno-
krotnym krótkotrwałym i β2 = 0,5 przy obcią-
żeniach długotrwałych i cyklicznych).

Średnią odległość między rysami srm
można obliczyć z równania podanego w
normie [8]:

(7)
gdzie:
φ – średnica zbrojenia (w przypadku prętów
różnych średnic – średnica zastępcza);
c – grubość otulenia zbrojenia podłużnego;
k1 – współczynnik zależny od przyczepności
zbrojenia równy 0,8 dla prętów o dużej przy-
czepności (żebrowanych);
k2 – współczynnik zależny od rozkładu od-
kształceń, w przypadku zginania równy 0,5;
k3 – wartość zalecana 3,4;
k4 – wartość zalecana 0,425;
ρp,eff – tzw. efektywny stopień zbrojenia.

Analiza obliczeniowa
Po przeanalizowaniu wyników ba-

dań obiektu M2 zdecydowano się roz-
patrzyć w dalszej analizie obliczenio-
wej przekrój zlokalizowany nad podpo-
rą 90. Wartości ujemnych momentów
zginających w dźwigarach głównych
wyznaczono od obciążenia na przę-
śle 100 – 110 i 80 – 90 w postaci 14 cię-
żarówek (rysunek 4). Obliczenia sta-
tyczne ustroju nośnego wykonano,
wykorzystując program Autodesk Ro-
bot Structural Analysis Professional.
W tym celu utworzono model z elemen-
tów trójwymiarowych usytuowanych
w przestrzeni trójwymiarowej (e3, p3),
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Rys. 2. Wykres zależności σ – ε w zbrojeniu
rozciąganym elementów żelbetowych
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który odwzorował geometrię konstruk-
cji. Zamodelowano analizowany wyci-
nek obiektu: przęsła 80 – 90, 90 – 100
i 100 – 110. W celu wygenerowania
przyłożonego obciążenia (sił skupionych
od nacisku osi pojazdów ciężarowych)
zastosowano nieważką płytę o nieskoń-
czenie małej sztywności z wygenerowa-
ną siatką skończoną o geometrii płyty po-
mostowej. W obliczeniach uwzględ-
niono efekt szerokiego pasa. Na pod-
stawie przybliżonych odległości Le mię-
dzy zerowymi punktami momentu zgi-
nającego wyznaczono efektywną sze-
rokość współpracującą półek beff wg
wzoru [8]:

beff = b0 + Σbei (8)
gdzie:
b0 – odległość między środkami skrajnych
łączników na ścinanie;
bei – szerokość współpracująca półki z be-
tonu, z każdej strony środnika, równa Le/8
(ale nie większa niż szerokość geometrycz-
na bi).

W analizie przyjęto przekrój dźwiga-
ra pokazany na rysunku 5. Maksymal-
ną wartość momentu rysującego Mcr
wyznaczono z wzoru:

Mcr = fctm • W1 (9)
gdzie:
fctm – średnia wytrzymałość betonu płyty
na rozciąganie;
WI – wskaźnik wytrzymałości przekroju na
zginanie.

Wskaźnik wytrzymałości przekroju
na zginanie wyznaczono w II fazie pra-
cy konstrukcji, czyli dla przekroju ze-
spolonego:

(10)
gdzie:
Iz – moment bezwładności przekroju zespolo-
nego;
n – stosunek modułów sprężystości, odpo-
wiednio stali i betonu n = Es/Ecm;
dc – odległość od środka ciężkości przekro-
ju zespolonego do włókien górnych płyty.

Następnie obliczono średnie od-
kształcenia zbrojenia rozciąganego
z wzoru (5), przy czym naprężenia roz-
ciągające σs (σ II

s) z uwzględnieniem
wpływu betonu na odcinku między rysa-
mi określono z zależności:

σs = σs,0 + ∆σs (11)

(12)

(13)

gdzie:
ρs – stopień zbrojenia obliczony jako stosu-
nek powierzchni zbrojenia As do efektywne-
go pola powierzchni półki betonowej we-
wnątrz strefy rozciąganej Act;
A i I – odpowiednio powierzchnia i moment
bezwładności efektywnego przekroju zespo-
lonego z pominięciem betonu rozciąganego;
Aa i Ia – odpowiednio powierzchnia i moment
bezwładności przekroju stali konstrukcyjnej.

W celu wyznaczenia naprężeń
w zbrojeniu rozciąganym σs,0 z pominię-
ciem wpływu betonu na odcinkach mię-
dzy rysami przyjęto parametry przekro-
ju pokazanego na rysunku 6. W związku
z tym, że w rozpatrywanym przekroju
pręty zbrojeniowe mają różną średnicę,
wyznaczono średnicę zastępczą φeq:

(14)

którą wykorzystano przy wyznaczaniu
zastępczej szerokości zbrojenia beq.
Naprężenia w zbrojeniu rozciąganym
określa wzór:

(15)
gdzie:
Wzs – wskaźnik wytrzymałości przekroju za-
stępczego zbrojenia As.

Współczynnik uwzględniający sztyw-
ność przy rozciąganiu dobrano zgodnie
z zależnościami podanymi we wzorze (6),
a średnią odległość między rysami srm
z (7). Znając wartość średniego odkształ-
cenia zbrojenia rozciąganego εsm oraz
średnią odległość między rysami, wyzna-
czono szerokość rys wk z wzoru (4).

Ostatnim elementem w analizie obli-
czeniowej było określenie wpływu
współpracy betonu między rysami
w przenoszeniu zginania działającego
na przekrój zespolony. W tym celu mo-
ment M (wywołujący rozciąganie w pły-
cie betonowej) można zastąpić przez
siły Na i Ma oraz Ns i Ms działające na
wyodrębnione elementy, gdzie moment
zginający Ms w elemencie rozciąganym
można pominąć (Ms ≈ 0) przy określe-
niu Ns. Stąd moment M = Ma + Ns,a
w przekroju poprzecznym podzielono
na moment części stalowej Ma i na siły
normalne Na = – Ns działające na ramie-
niu a (rysunek 7).

Z warunku równowagi dla punktu
przyłożenia siły w dźwigarze stalowym
otrzymano zależność do wyznaczenia
rzeczywistej nośności przekroju:

M = Ma + Ns • a (16)
gdzie:
a – ramię wypadkowej naprężeń.

Siłę Ns wyznaczono z uwzględnie-
niem wpływu betonu na odcinkach mię-
dzy rysami z wzoru:

Ns = σs • As (17)
oraz z jego pominięciem z wzoru:

Ns = σs,0 • As (18)
Na rysunku 8 przedstawiono wyniki
naprężeń rozpatrywanego przekroju.

Wartość momentu, jaki przenosi
przekrój zespolony po zarysowaniu
z uwzględnieniem współpracy betonu
na odcinkach między rysami, jest
o ~ 4% większa od wartości momentu
wyznaczonego bez jej uwzględnienia.
Uwzględnienie wpływu betonu prze-
prowadzono metodą uproszczoną za-
proponowaną w [4, 6, 8]. Można więc
założyć, że przy metodzie bardziej do-
kładnej różnica wyników byłaby znacz-
nie większa.
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Rys. 5. Przyjęty przekrój obliczeniowy
dźwigara nad podporą 90
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Wnioski i podsumowanie
● Uwzględnienie sztywności betonu

na odcinkach między rysami jest nowo-
czesnym, bliskim rzeczywistości podej-
ściem do oceny nośności i użytkowalno-
ści konstrukcji i daje wymierne efekty
ekonomiczne.

● Rzeczywista nośność przekrojów
zespolonych jest większa od obliczonej
zgodnie z obecną praktyką inżynierską,
tj. bez uwzględnienia sztywności beto-
nu rozciąganego. W efekcie zwiększa to
niepotrzebnie zużycie stali konstrukcyj-
nej i zbrojeniowej.

Analizując zginany przekrój zespo-
lony, można dokonać rozdziału obcią-
żenia na część betonową i stalową i w
efekcie traktować element betonowy
jako pręt obciążony siłą normalną i mo-
mentem zginającym. Zanim obciąże-
nie osiągnie wartość powodującą za-
rysowanie betonu, przejmowane jest
przez beton i stal. Po zarysowaniu
główną część obciążenia przejmuje
zbrojenie, ale na skutek współpracy
stali zbrojeniowej z betonem siła nor-
malna przenoszona przez rozciąganą
płytę betonową jest większa od prze-
noszonej przez samo zbrojenie. Ob-
serwowany efekt współpracy zbroje-
nia i betonu rozciąganego jest okre-
ślany jako efekt tzw. usztywnienia
przy rozciąganiu. W fazie przed zary-
sowaniem wartość siły przenoszonej
przez beton rośnie w tej samej propor-
cji co wartość obciążenia przejmowa-
nego przez zbrojenie płyty. Po zaryso-
waniu następuje stopniowe zmniejsze-
nie się udziału betonu w przenoszeniu
siły normalnej obciążającej płytę, by

po ustabilizowaniu się zarysowania
osiągnąć prawie niezmienny poziom
(rysunek 9). Jest to stan zbliżony
do rozciąganego pręta zbrojonego.
W efekcie zauważalny jest zmienny
przyrost krzywizny belki na odcinku
z płytą rozciąganą. Zakładając stałą
wartość modułu sprężystości betonu
i niepodatne zespolenie w zakresie
pracy sprężystej, można wyróżnić trzy
przedziały zmian krzywizny:

● „1” – moment zginający mniejszy
od momentu rysującego (Mcr);

● „2” – moment zginający większy
od momentu rysującego (Mcr), a mniej-
szy od momentu wywołującego ustabi-
lizowany układ rys (MCE);

● „3” – moment zginający większy
od momentu wywołującego ustabilizo-
wany układ rys (MCE).

Jeżeli w przedziałach „1” i „3” przy-
rost krzywizny jest w przybliżeniu linio-
wo wprost proporcjonalny do przyrostu
momentu zginającego, wówczas
w przedziale „2” następuje niestabilny
przyrost krzywizny, o obwiedni odpo-
wiadającej średniej zmianie krzywizny,
będącej również funkcją liniową.

Skokowy przyrost krzywizny w prze-
kroju z rysą (skokowe zmniejszenie
sztywności) następuje w wyniku po-
wstania kolejnej rysy. Przy dalszym
wzroście obciążenia następuje etap
stabilizacji, aż do obciążenia wywołują-
cego powstanie kolejnej rysy [4]. Gdy
rozstaw rys odpowiada wartości mini-

malnej w rozciąganym pręcie, następu-
je koniec tej fazy [5, 6]. Uwzględniając
charakter rozkładu sił w zginanym sta-
lowo-betonowym przekroju zespolo-
nym (rysunek 10) oraz badania prowa-
dzone przez różnych autorów, można
traktować beton rozciąganej płyty zespo-
lonej jak rozciągany pręt żelbetowy.

Autorzy dziękują Laboratorium TM-6
Instytutu Badawczego Dróg i Mostów,

za udostępnienie wyników badań
Mostu Północnego pod próbnym obciążeniem.

Literatura
[1] Flaga K. (2004): Naprężenia skurczowe i
zbrojenie przypowierzchniowe w konstruk-
cjach betonowych. Wydawnictwo Politechniki
Krakowskiej, Kraków.
[2] Kiernożycki W. (2003): Betonowe kon-
strukcje masywne. Teoria, wymiarowanie, re-
alizacja. Polski Cement, Kraków.
[3] Łagoda M. (2003): Zagadnienia próbnych
obciążeń w diagnostyce mostów. II Sympo-
zjum „Badania i Diagnostyka Mostów”, Opo-
le, str. 249 – 256.
[4] Łagoda G., Łagoda M., Projektowanie mo-
stów zespolonych w świetle PN-EN 1994-2.
Materiały Budowlane nr 4/2010 (nr 452),
s. 45 – 49.
[5] Łagoda G., Radomski W., Łagoda M., Brid-
ge Maintenance, Safety, Management and Li-
fe-Cycle Optimization. Taylor & Francis Gro-
up, A BALKEMA BOOK London: Effects of
Tension Stiffening in Composite Bridges in the
Light of Eurocodes, 2010, s. 2853 – 2858.
[6] Łagoda M., Śledziewski K., Wpływ zaryso-
wania betonu na właściwości belki zespolonej
ciągłej typu stal – beton. Przegląd Spawalnic-
twa, nr 3/2011, str. 31 – 35.
[7] Madaj A., Doraźna nośność i sztywność
na zginanie zespolonych belek stalowo-beto-
nowych. Wydawnictwo Politechniki Poznań-
skiej, Poznań 2005.
[8] PN-EN 1994-2 Eurokod 4: Projektowanie
konstrukcji zespolonych stalowo-betonowych.
Część 2: Reguły ogólne i reguły dla mostów.

TEMAT WYDANIA – Budownictwo infrastrukturalne

4 ’2014 (nr 500) ISSN 0137-2971

Rys. 9. Zależność pomiędzy momentem
zginającym M obciążającym przekrój ze-
spolony a siłą normalną N działającą
na przekrój betonowy: NsII – siła normal-
na z pominięciem współpracy betonu;
Mcr – moment zginający powodujący zary-
sowanie części betonowej; MCE – moment
zginający odpowiadający ustabilizowane-
mu rozkładowi rys; ∆∆Ns – część si ły nor -
mal nej prze no szo nej przez be ton współ -
pra cu ją cy z roz cią ga nym zbro je niem

Rys. 10. Roz kład od kształ ceń w prze kro ju
ze spo lo nym i w zbro jo nej pły cie, przy ob -
cią że niu mo men tem zgi na ją cym po wo du -
ją cym roz cią ga nie prze kro ju be to no we go

Rys. 8. Rze czy wi ste war to ści mo men tów
zgi na ją cych w roz pa try wa nym prze kro ju
po za ry so wa niu
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