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W poprzednim artykule po-
święconym przebiciu ele-
mentów żelbetowych omó-
wiono ogólne zasady kon-

troli tego stanu, natomiast obecny do-
tyczy sprawdzania przebicia mimośro-
dowego, uwzględniania otworów są-
siadujących z polem obciążenia oraz
zasad obliczania elementów ze zbroje-
niem poprzecznym.

Sprawdzanie przebicia
mimośrodowego

Pojęcie przebicia mimośrodowego
używane jest do określenia przypad-
ków, w których zaburzona jest symetria
oddziaływań. Może być ona spowodo-
wana dwiema przyczynami:
• brakiem symetrii obciążenia

w układach, w których zachowana jest
symetria geometryczna, efektem cze-
go jest przekazywanie przez takie po-
łączenie nie tylko siłyVEd, ale także nie-
zrównoważonego momentu MEd;
• brakiem geometrycznej symetrii

połączenia płyty ze słupem, co wystę-
puje w stropach (w sąsiedztwie słu-
pów krawędziowych i narożnych),
a także w fundamentach, gdy słup nie
jest usytuowany centralnie. Brak sy-
metrii geometrycznej połączenia im-
plikuje każdorazowo odstępstwo od
symetrii obciążenia oraz prowadzi do
występowania momentów działają-
cych w jednej lub dwóch płaszczy-
znach towarzyszących sile VEd. Zwy-
kle dodatkowym osłabieniem tego
typu połączenia jest brak fragmentu
płyty w sąsiedztwie słupa krawędzio-
wego lub narożnego.

Sposoby podejścia do omawiane-
go zagadnienia są różne w Euro-

kodzie 2 i dotychczasowej normie
PN-B-03264:2002 [2]. W normie [2]
przypadki osiowego i mimośrodowe-
go przebicia były wyraźnie rozgrani-
czone, a metoda kontroli przebicia mi-
mośrodowego dostosowana do stóp
fundamentowych obciążonych słupa-
mi o prostokątnym przekroju. W tych
przypadkach analiza nośności prze-
prowadzana była na pojedynczej, naj-
bardziej obciążonej, krawędzi obwodu
kontrolnego. Porównaniu podlegały
część siły przebijającej, której źródłem
był odpór gruntu pod fragmentem pod-
stawy fundamentu przylegającym
od zewnątrz do rozpatrywanej krawę-
dzi bryły przebicia oraz nośność okre-
ślona dla pojedynczej krawędzi obwo-
du kontrolnego. Ten sposób postępo-
wania trudno było rozszerzyć na obli-
czenia stropów lub fundamentów pod-
pierających słupy o przekroju innym
niż prostokątny.

W Eurokodzie 2 rozważane są
zarówno przypadki asymetrii obcią-
żenia, jak i takie, w których mimo-
środowość spowodowana jest lo-
kalizacja słupa. Konsekwencją mi-
mośrodowości przyłożenia obcią-
żenia jest nierównomierność roz-
kładu naprężeń stycznych na ob-
wodzie kontrolnym. Podstawowym
sposobem uwzględnienia tej nie-
równomierności jest wprowadzenie
do warunku nośności współczynni-
ka β i wyznaczanie maksymalnych
naprężeń stycznych vEd ze wzoru:

(1)

Istnieje kilka, niekiedy alternatyw-
nych, sposobów wyznaczania warto-

ści współczynnika β dostosowanych
do:
• lokalizacji słupa (słup wewnętrzny,

krawędziowy lub narożny);
• kształtu pola obciążenia;
• kierunku działania momentów zgi-

nających.
W przypadku słupów krawędziowych

i narożnych dochodzi dodatkowo re-
dukcja obwodu kontrolnego, uwzględ-
niana przez wprowadzenie do wzorów
na współczynnik β, a nie bezpośrednio
do wzorów na naprężenia vEd.

Współczynnik ββ dla słu pów we -
wnętrz nych jed no kie run ko wo zgi na -
nych. Pierw szym, pod sta wo wym spo -
so bem po stę po wa nia słu żą cym do
okre śle nia współ czyn ni ka β jest ob li cze -
nie go na pod sta wie war to ści si ły VEd
i nie zrów no wa żo ne go mo men tu MEd wg:

(2)

gdzie:
k – współ czyn nik za leż ny od pro por cji dłu -
go ści bo ków słu pa;
u1 – dłu gość ob wo du kon tro l ne go,
W1 – pa ra metr cha rak te ry zu ją cy opór sta wia -
ny mo men to wi MEd przez ob wód kon tro l ny.

Ten spo sób ob li cza nia war to ści β
prze zna czo ny jest przede wszyst kim
(choć nie wy łącz nie) do ana li zy po łą -
czeń pły ty ze słu pa mi we wnętrz ny mi
zgi na nymi jed no kie run ko wo. 

Eu ro kod 2 su ge ru je przy ję cie 
za ło że nia, że roz kład na prę żeń
stycz nych na ob wo dzie kon tro l -
nym, wy ni ka ją cy z dzia ła nia nie -
zrów no wa żo ne go mo men tu zgi -
na ją ce go, jest roz kła dem pro sto -
kąt nym (rysunek 1), od po wia da -
ją cym peł ne mu „upla stycz nie niu”
przy ści na niu. 

Przebicie mimośrodowe
i elementy ze zbrojeniem

na przebicie – projektowanie
zgodnie z Eurokodem 2

Eccentric punching and slabs with punching
shear reinforcement – design according to Eurocode 2
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Uwzględniający ten wpływ wskaźnik
W1 jest wielkością obliczaną bardzo
podobnie jak moment statyczny krzy-
wej (obwodu kontrolnego) względem
osi przechodzącej przez środek słupa,
z tą różnicą, że odległości e elemen-
tarnych fragmentów tego obwodu
od osi brane są jako wartości bez-
względne, a nie jak w przypadku mo-
mentu statycznego jako wielkości al-
gebraiczne.

(3)

Warto wyjaśnić pochodzenie wzoru
(2). Wynika on z elementarnej zależno-
ści (4) służącej do określania maksy-
malnego naprężenia stycznego jako
efektu łącznego działania siły VEd i mo-
mentu MEd:

(4)

Wyciągając przed nawias czynnik
VEd/(u1d) we wzorze (4), a następnie
przyrównując uzyskane wyrażenie
do lewej strony nierówności (1), otrzy-
muje się proponowaną w normie po-
stać wzoru (2) określającą współczyn-
nik β. Należy jeszcze zwrócić uwagę
na współczynnik k redukujący moment
zginający MEd. Jego wartość zależy
od kształtu pola obciążenia i przyjmo-
wana jest z tabeli 1. Redukcja momen-
tu MEd do wartości kMEd wynika z fak-
tu, że za zrównoważenie MEd odpowia-
da nie tylko ścinanie na obwodzie kon-
trolnym płyty (skutkujące rozkładem
naprężeń stycznych jak na rysunku 1).
Innymi skutkami są zginanie i skręca-
nie występujące w płycie w bezpośred-
nim sąsiedztwie słupa. Udział mecha-
nizmu prowadzącego do powiększania

naprężeń ścinających na obwodzie
kontrolnym szacowany jest właśnie
współczynnikiem k.

Współczynnik ββ dla słu pów we -
wnętrz nych dwu kie run ko wo zgi na -
nych. Nie rów no mier ność roz kła du na -
prę żeń stycz nych, wy ni ka ją cą z dzia ła -
nia mo men tów zgi na ją cych w dwóch
wza jem nie pro sto pa dłych płasz czy -
znach, moż na uwzględ niać ob li cza jąc
współ czyn nik β ze wzo ru:

(5)

gdzie:
ey i ez – mi mo śro dy dzia ła nia si ły  wzdłuż osi
y i z;
by i bz – dłu go ść bo ków ob wo du kon tro l ne -
go wzdłuż osi y i z.

Współ czyn nik ββ dla słu pów kra -
wę dzio wych i na roż nych. In na kon -
cep cja uwzględ nia nia mi mo śro do wo -
ści mo że być sto so wa na w od nie sie niu
do słu pów kra wę dzio wych i na roż nych,
gdy brak osio wo ści prze bi cia wy ni ka
tyl ko z bra ku geo me trycz nej sy me trii.
W słu pach kra wę dzio wych, przy jed -
na ko wej roz pię to ści przę seł w kie run -
ku rów no le głym do kra wę dzi oraz
przy za cho wa niu jed no rod no ści ob cią -
że nia, mi mo śród dzia ła nia mo men tu
jest pro sto pa dły do kra wę dzi pły ty
i prze su nię ty do jej wnę trza. Do pusz -
cza się za ło że nie o rów no mier nym roz -
kła dzie na prę żeń stycz nych na ob wo -
dzie kon tro l nym, pod warunkiem re -
duk cji dłu go ści te go ob wo du do war to -
ści u1* wg sche ma tu po ka za ne go na ry -
sun ku 2. W tej sytuacji współ czyn nik β
oblicza się ze wzo ru (6), pod sta wia jąc
mi mo śród rów no le gły do kra wę dzi
epar = 0.

W po łą cze niach słu pów kra wę dzio -
wych z pły tą ob cią żo nych mo men ta mi
dzia ła ją cy mi w dwóch or to go nal nych
kie run kach przyj mu je się war tość β ze
wzo ru: 

(6)

w któ rym pierw szy skład nik od po wia da
za zgi na nie w płasz czyź nie pro sto pa -
dłej do kra wę dzi pły ty, a dru gi za zgi na -
nie w płasz czyź nie rów no le głej do tej
kra wę dzi. Zna cze nie współ czyn ni ków k
oraz W1 jest ana lo gicz ne jak w przy -
pad ku po łą czeń słu pów we wnętrz nych.
Szcze gó ło we za sa dy okre śla nia war to -
ści W1 są w tym przy pad ku do sto so wa -
ne do spe cy fi ki wy ni ka ją cej z po ło że nia
słu pa. Szcze gó ło we wy ja śnie nia za -
miesz czo ne są w [1]. Bar dzo po dob ne
za sa dy obo wią zu ją przy spraw dza niu
no śno ści słu pów na roż nych.

Pew nym za sko cze niem mo gą
być nie któ re sfor mu ło wa nia w Eu ro -
ko dzie 2 we frag men tach po świę -
co nych ob li cze niom po łą czeń słu -
pów kra wę dzio wych i na roż nych
z pły tą. Mo wa jest tam o rów no mier -
nym roz kła dzie si ły prze bi ja ją cej
wzdłuż ob wo du, tym cza sem w ob li -
cze niach przyj mu je się war tość
zwią za ne go z tym współ czyn ni ka
β > 1,0. Na le ży więc przy jąć, że
współ czyn nik β nie po wi nien być
utoż sa mia ny z nie rów no mier no ś-
cią na prę żeń, ale bar dziej ze spo -
so bem uwzględ nia nia mi mo śro do -
wo ści. 

Nie do koń ca ja sno opi sa ny jest spo -
sób wy ko rzy sta nia zre du ko wa ne go ob -
wo du kon tro l ne go u1*. Moim zdaniem,
zre du ko wa ną dłu gość u1* na le ży za -
sto so wać tyl ko do wy zna cze nia ββ,
na to miast przy okre śla niu na prę żeń
vEd dłu go ścią ob wo du kon tro l ne go
po zo sta je dłu gość nie zre du ko wa na
u1. War to w tym miej scu pod kre ślić,
że in ter pre ta cja spo so bu wy ko rzy -
sta nia ob wo du zre du ko wa ne go
w ob li cze niach mo że być dys ku syj -
na, ze wzglę du na brak jed no znacz -
nych sfor mu ło wań w Eu ro ko dzie 2. 

Przy bli żo ny spo sób okre śla nia
współ czyn ni ka ββ na pod sta wie po ło -
że nia słu pa. Ostat nim, naj bar dziej
zgrub nym, spo so bem uwzględ nia nia
mi mo śro do wo ści prze bi cia jest po wią -
za nie war to ści współ czyn ni ka β bez -
po śred nio z usy tu owa niem słu pa, lecz
bez uwzględ nia nia war to ści mo men -
tów zgi na ją cych MEd uzy ska nych z ob -
li czeń sta tycz nych. W tym po dej ściu
do pusz cza się przy ję cie:
• β = 1,15 w przypadku słu pów we -

wnętrz nych;
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Ta be la 1. War tość współ czyn ni ka kw przy -
pad ku pro sto kąt nych pól ob cią że nia 

c1 i c2 – wy mia ry pro sto kąt ne go po la ob cią że nia,
od po wied nio rów no le gły i pro sto kąt ny do płasz -
czy zny dzia ła nia mo men tu zgi na ją ce go.

c1/c2 ≤ 0,5 1,0 2,0 ≥ 3,0
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Rys. 1. Roz kład na prę żeń stycz nych na ob -
wo dzie kon tro l nym wy ni ka ją cy z dzia ła nia
mo men tu MEd
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Rys. 2. Pod sta wo wy (u1) i zre du ko wa ny (u1*)
ob wód kon tro l ny słu pów kra wę dzio wych
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• β = 1,40 w przypadku słupów kra-
wędziowych;
• β = 1,50 w przypadku słupów na-

rożnych.
Zastosowanie tego przybliżonego

podejścia dopuszczone jest tylko
w układach, w których połączenia słu-
pów z płytą nie odpowiadają za za-
pewnienie poprzecznej stateczności
ustroju oraz gdy długość przylegają-
cych przęseł nie różni się o więcej
niż 25%.

Wpływ otworów na nośność
na przebicie

Lokalizacja otworów w sąsiedztwie
słupów w ustrojach płytowo-słupowych
jest rozwiązaniem typowym. Nie trzeba
nikogo przekonywać, że ich występo-
wanie wiąże się z obniżeniem nośno-
ści na przebicie takiego połączenia.
Dotychczas stosowane normy polskie
pomijały tę kwestię, pozostawiając jej
rozwiązanie projektantowi.

Eurokod 2 znormalizował zasady
uwzględniania otworów, przyjmując,
że jest ono konieczne wtedy, gdy
odległość pomiędzy krawędzią
otworu i krawędzią pola obciążenia
nie przekracza 6d (zalecenie prze-
jęte z normy brytyjskiej BS-8110 [4]).

Redukcja nośności wynika wtedy ze
zmniejszenia długości obwodu kon-
trolnego, wg zasad przedstawionych
na rysunku 3.

W obliczeniach uwzględniane są
obydwa wymiary otworu – równoległy
(długości l2) i prostopadły (długości l1)
do najbliższej krawędzi słupa. Więk-
sze znaczenie odgrywa wymiar l2, jed-
nak w przypadku otworów, w których
l1 > l2, zalecane jest dokonanie reduk-
cji obwodu kontrolnego przez przyję-
cie powiększonego wymiaru l2 do war-
tości (rysunek 3):

(7)

Eurokod 2 [1] nie definiuje jed-
noznacznie zasad postępowania
w przypadku otworów położonych

w bezpośrednim sąsiedztwie pola
obciążenia, a więc takich, które
znajdują się częściowo lub całkowi-
cie wewnątrz obszaru objętego ob-
wodem kontrolnym. W tej sytuacji
można sugerować (za normą amery-
kańską ACI-318 [3]) przyjęcie redukcji
obwodu kontrolnego wynikającej z po-
prowadzenia linii łączących środek
pola obciążenia z odpowiednimi na-
rożami otworu i przedłużenia tych linii
do obwodu kontrolnego lub w przy-
padku większych otworów potrakto-
wanie tego fragmentu jako swobodnej
krawędzi. Należy jednak zdawać so-
bie sprawę, że takie postępowanie
jest pewną nadinterpretacją zaleceń
Eurokodu 2.

Elementy zbrojone
na ścinanie przy przebiciu

Podobnie jak w wielu innych kwe-
stiach związanych z przebiciem, kon-
trola elementów ze zbrojeniem jest za-
gadnieniem dyskusyjnym. Zarówno
w normach europejskich funkcjonują-
cych do czasu wejścia w życie Euroko-
dów, jak i w normach krajów spoza te-
go obszaru istniała duża liczba warian-
tów ustalania nośności, a otrzymane
na ich podstawie wyniki często mocno
odbiegały od siebie. W dotychczaso-
wej normie polskiej [2] elementom
zbrojonym na przebicie poświęcono
bardzo mało uwagi, a proponowane
w niej podejście można było uznać za
bardzo ostrożne. W kwestiach oblicze-
niowych sprowadzało się ono do
dwóch prostych wzorów, które stanowi-
ły że:
• zastosowanie strzemion (piono-

wych lub nachylonych) lub prętów od-
giętych umożliwia podniesienie nośno-
ści płyty do maksymalnie 140% nośno-
ści płyty bez zbrojenia;
• w elementach zbrojonych na prze-

bicie, zbrojenie poprzeczne (wyzna-
czone na podstawie prostego warunku
równowagi) musi odpowiadać za prze-
niesienie całej siły, bez jakiegokolwiek
udziału betonu.

W elementach ze zbrojeniem
na ścinanie przy przebiciu (określe-
nie stosowane w Eurokodzie 2 rów-
noważne dotychczas stosowane-
mu zbrojenie na przebicie) istnieje
podstawowy problem związany
z ustaleniem udziału betonu i zbro-
jenia na przebicie w przenoszeniu
siły VEd.

Wiadomo, że nie da się jednocze-
śnie osiągnąć pełnego wykorzystania
obydwu składowych. Dodatkowym pro-
blemem jest skuteczne zakotwienie
całego zbrojenia (po obydwu stronach
rysy tworzącej powierzchnię boczną
bryły przebicia). Jest to szczególnie
trudne w elementach o niewielkiej gru-
bości.

Obliczanie nośności elementów ze
zbrojeniem na przebicie polega na su-
mowaniu zredukowanych nośności be-
tonu i stali. Skuteczną kalibrację udzia-
łu betonu i zbrojenia utrudnia niemają-
cy podstaw fizycznych normowy mo-
del wyznaczania nośności. W większo-
ści propozycji określenie nośności po-
legało na redukcji tylko jednego ze
składników (betonu lub zbrojenia na
przebicie) przy pełnym wykorzystaniu
drugiego z nich.

Podczas projektowania elemen-
tów ze zbrojeniem na przebicie wg
Eurokodu 2 w pierwszej kolejności
sprawdza się naprężenia styczne
na podstawowym obwodzie kontrol-
nym. Gdy nie przekraczają one
wartości vRd,c, to element nie wyma-
ga jakiegokolwiek zbrojenia na
przebicie. W sytuacji, gdy wartość
vRd,c jest przekroczona, to należy
obliczyć potrzebne zbrojenie. Trze-
ba pamiętać, że w elementach ze
zbrojeniem poprzecznym należy
spełnić warunki konstrukcyjne
(punkt 9.4.3.(2) [1]), w których okre-
ślone jest zbrojenie minimalne
na przebicie.

Kontrola przebicia elementów ze
zbrojeniem poprzecznym polega na
sprawdzeniu:
• naprężeń w przekroju na najmniej-

szym obwodzie otaczającym pole ob-
ciążenia u0:

(8)

• naprężeń w podstawowym prze-
kroju kontrolnym (odległym o 2d od po-
la obciążenia):

(9)

• długości obwodu kontrolnego nie-
wymagającego zbrojenia poprzeczne-
go uout:

(10)
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Rys. 3. Wpływ otworów na nośność na
przebicie wg Eurokodu 2
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PARTNERZY DZIAŁU

Znaczenie poszczególnych symbo-
li we wzorach (8), (9), (10) można
znaleźć w [1]. Warto jednak w tym
miejscu wyjaśnić kilka istotnych kwe-
stii związanych z tymi warunkami.
Prawa strona warunku nośności (9)
bazuje na założeniu o częściowym
wykorzystaniu zarówno betonu (75%
maksymalnych naprężeń vRd,c), jak
i zbrojenia poprzecznego (granica
plastyczności stali zredukowana
do fywd,ef). Ograniczenie maksymal-
nych naprężeń w stali uzależnione
jest od grubości płyty i ma na celu
uwzględnienie jej wpływu na efektyw-
ność zakotwienia zbrojenia. Wartość
tych naprężeń wynika z empiryczne-
go wzoru, w którym fywd,ef [MPa] obli-
cza się, podstawiając wysokość uży-
teczną płyty d [mm].

fywd,ed = 250 MPa + 0,25d ≤ fywd (11)

Logiczną konsekwencją stosowania
wzoru (11) jest największa redukcja
maksymalnych naprężeń w zbrojeniu
fywd,ed w płytach małej grubości. Warto
zwrócić uwagę, że we wcześniejszych
edycjach Eurokodu 2 stosowanie zbro-
jenia poprzecznego na przebicie do-
zwolone było w płytach grubości nie
mniejszej niż 200 mm. Ostatecznie za-
lecenie to zostało pominięte w finalnej
wersji normy.

Zależność (10) pozwala ustalić za-
sięg obszaru stosowania zbrojenia
poprzecznego. Obliczony z niej ob-
wód uout (lub uout,ef w zależności od
sposobu rozmieszczenia zbrojenia)
jest obwodem kontrolnym, w którym
beton może samodzielnie przenosić
naprężenia styczne. Należy zwrócić
uwagę, że kształt tego obwodu kon-
trolnego nie zależy od kształtu pola
obciążenia, ale od sposobu rozmiesz-
czania zbrojenia poprzecznego
(rysunek 4). Znajduje się on w odle-
głości 1,5d na zewnątrz od skrajnych
strzemion (położonych najbardziej
na zewnątrz). Można zaproponować
zastosowanie następującego prak-
tycznego podejścia przy projektowa-
niu. W pierwszej kolejności należy

przyjąć sposób rozmieszczania zbro-
jenia poprzecznego. Determinuje on
kształt zewnętrznego obwodu kontro-
lnego uout(x) i pozwala sformułować
wzór ogólny na jego długość, w któ-
rym parametrem (niewiadomą x) jest
odległość od osi słupa do pręta poło-
żonego najbardziej na zewnątrz. Jed-
nocześnie, należy wyznaczyć mini-
malną wymaganą długość tego obwo-
du uout ze wzoru (10), a porównując ją
ze wzorem ogólnym uout(x), można
wyznaczyć niewiadomą wielkość x
i w ten sposób znaleźć obszar, w któ-
rym należy rozmieszczać zbrojenie
(obszar definiuje położenie skrajne-
go pręta). Dopiero wtedy można przy-
stąpić do określenia niezbędnego
zbrojenia (pola przekroju Asw i rozsta-
wu w kierunku promieniowym sr),
a podstawę tych obliczeń stanowi
wzór (9).

We wcześniejszych edycjach Euro-
kodu 2 określana była dopuszczalna
nośność elementu ze zbrojeniem po-
przecznym w stosunku do nośności
elementu bez zbrojenia. Proponowa-
ne ograniczenie tego przyrostu wyno-
siło 60%. W finalnej wersji normy [1]
nie ma informacji na ten temat. Pew-
ne ograniczenie stanowi konieczność
spełnienia warunku naprężeń maksy-
malnych vRd,max w przekroju na obwo-
dzie pola obciążenia. Niemniej jednak
w przypadku płyt o niewielkiej grubo-
ści ograniczenie to jest mało skutecz-

ne. Wydaje się jednak, że pomimo
braku wspomnianego warunku ograni-
czającego dopuszczalny przyrost no-
śności dzięki zbrojeniu poprzeczne-
mu, nie należy projektować elemen-
tów, w których za pomocą zbrojenia
poprzecznego podnosi się nośność
o więcej niż 60%.

Stosowanie zbrojenia na przebicie
obwarowane jest wieloma warunka-
mi konstrukcyjnymi związanymi z po-
prawnym rozmieszczeniem tego zbro-
jenia. Są one podane w punkcie 6.4.3
normy [1].

W Eurokodzie 2 [1] znalazło się miej-
sce na informację o możliwości stoso-
wania innych (niż strzemiona lub pręty
odgięte) typów zbrojenia na przebicie.
W takich przypadkach dopuszcza się
ustalanie wartości vRd,cs na podstawie
badań zgodnych z Aprobatą Technicz-
ną.

Abstract
Article is focused on explanation of two
important problems met in design of slab
– column connections – eccentric punching
and design of punching shear reinforce-
ment. Possible approaches used for consi-
deration of unbalanced moments transfer-
ring are discussed.
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Rys. 4. Położenie obwodu kontrolnego uout
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