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Badania nad efektywnością wzmoc-
nienia materiałami kompozytowy-
mi CFRP belek żelbetowych na
zginanie są prowadzone w wielu

ośrodkach naukowych [1, 2, 3]. Prace kon-
centrują się głównie na stanach granicz-
nych nośności, natomiast w mniejszym
stopniu odnoszą się do stanów granicznych
użytkowalności konstrukcji. Badania prze-
prowadzone w Katedrze Konstrukcji Beto-
nowych i Technologii Betonu Politechniki
Koszalińskiej [4, 5, 6] wskazują, że prze-
kroczenie wartości granicznej szerokości
rozwarcia rys prostopadłych do osi ele-
mentu występuje przy obciążeniu znacz-
nie mniejszym niż obciążenie niszczące
wzmocnione belki żelbetowe. Wynika stąd
konieczność przyjęcia takiego sposobu
prognozowania szerokości rys i ich rozsta-
wu, aby z dużą dokładnością określić ich
wartości. W artykule przedstawiono spo-
sób obliczania szerokości i rozstawu rys
wg PN-B-03264:2002 Konstrukcje beto-
nowe, żelbetowe i sprężone. Obliczenia sta-
tyczne i projektowanie, który zweryfiko-
wano doświadczalnie, wykorzystując wy-
niki badań własnych [4, 6] i innych auto-
rów [2, 7, 8]. Zachowano oryginalne ozna-
czenia elementów, tj. BF-2 ÷ BF-9 wg [2],
W-I i W-II wg [5], SA6÷SD6 wg [7],
B2 ÷ B10 wg [8].

Zbadano dwanaście belek żelbetowych
o przekroju 120 × 220 i długości 3300 mm,
w tym sześć wzmocnionych taśmami
CFRP i sześć bez wzmocnienia (belki kon-
trolne). Trzy belki wzmocniono taśmami
o przekroju 1,2 × 50 mm (belki W-I)
i 1,2 × 80 mm (belki W-II). Opis elemen-
tów próbnych, badania materiałów użytych
do ich wykonania oraz metodykę badań za-
wierają publikacje [4, 5].

Wpływ wzmocnienia
taśmami CFRP belek
żelbetowych na wartość
momentu rysującego

Wpływ wzmocnienia taśmami CFRP be-
lek żelbetowych na wartość momentu rysu-
jącego określono, analizując własne wyni-
ki badań [5, 4] oraz dostępne w literaturze
[2, 7]. Wszystkie belki żelbetowe objęte ba-
daniami własnymi, niezależnie od stopnia
zewnętrznego wzmocnienia taśmami
CFRP, zarysowały się przy zbliżonej war-
tości obciążenia [5, 6]. Wartość momentu
rysującego belki zawierała się od 5,52 MPa
w przypadku elementów niewzmocnionych
do 6,53 MPa w przypadku wzmocnionych
taśmą o przekroju 1,2 × 80 mm. Podobne
wyniki przedstawił Mathys [2]. Wykazał, że
wpływ wzmocnienia taśmami CFRP na
wartość momentu rysującego jest niewiel-
ki, przy czym można go zwiększyć przez
dodatkowe kotwienie taśm w strefie zako-
twienia. Odmienne wyniki badań uzyskali
Skuturna z zespołem [7], którzy stwierdzi-
li, że wzmocnienie belek żelbetowych ta-
śmami CFRP może zwiększyć wartość mo-
mentu rysującego o 56 ÷ 106% oraz wyka-
zali, że sposób kotwienia taśm CFRP mo-
że mieć istotny wpływ na jego wartość.
Różnica pomiędzy wynikami badań prze-
prowadzonych przez autorów
artykułu oraz Mathysa [2] a ba-
daniami Skuturny z zespołem
wynika ze skali elementów ba-
dawczych (użyto dwukrotnie
mniejszych elementów) i do-
datkowego kotwienia taśm
CFRP [7].

Obliczeniową wartość mo-
mentu rysującego wyznaczono
zgodniezPN-EN1992-1-1:2008
Eurokod 2. Projektowanie kon-
strukcji z betonu. Część 1-1:
Reguły ogólne i reguły dla bu-

dynków, normą PN-84/B-03264. Konstruk-
cje betonowe, żelbetowe i sprężone. Obli-
czenia statyczne i projektowanie oraz [13],
przyjmując schematy obliczeniowe przed-
stawione na rysunku 1. Dokładność metod
obliczeniowych zweryfikowano przez po-
równanie wyników obliczeń z wynikami
badań [2, 5, 7] (rysunek 2). Najmniejszy
średni błąd obliczeniowy (5%) uzyskano,
wyznaczając plastyczny moment rysujący
na podstawie PN-84/B-03264 z uwzględ-
nieniem dodatkowego zbrojenia (taśmy
CFRP) zlokalizowanego w strefie rozciąga-
nej. Dużą zgodność pomiędzy wynikami
obliczeń a badań otrzymano także w przy-
padku normy PN-EN 1992-1-1 (EC2),
przyjmując w obliczeniach średnią wytrzy-
małość na rozciąganie przy zginaniu (rysu-
nek 2 – poz. 4). Średni błąd obliczeniowy
wyniósł 12%. Natomiast najmniejszą zgod-
ność (średni błąd obliczeniowy – 38%) uzy-
skano, wyznaczając wartość momentu ry-
sującego wg [13] (rysunek 2).

Wpływ wzmocnienia
taśmami CFRP belek
żelbetowych na rozstaw
rys prostopadłych

Na podstawie przeprowadzonych badań
własnych stwierdzono, że proces zaryso-
wania elementów wzmocnionych i bez
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Rys. 1. Schematy przyjęte do obliczenia momentów rysują-
cych: a) wg PN-EN 1992-1-1 oraz [13], b) wg PN-84/B-03264
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wzmocnienia przebiega podobnie. Istotne
różnice dotyczą zasięgu, rozstawu oraz sze-
rokości rozwarcia rys. Stan ustabilizowane-
go zarysowania w belkach wzmocnionych
taśmą CFRP osiągany jest przy większych
obciążeniach niż w przypadku elementów
bez wzmocnienia. Porównanie morfologii
zarysowania belek żelbetowych wzmocnio-
nych taśmą CFRP oraz belek kontrolnych
w fazie ustabilizowanego zarysowania
przedstawiono na rysunku 3. Zasięg rys
w belkach niewzmocnionych przekraczał
połowę wysokości przekroju. Rysy były
o 30% dłuższe od zaobserwowanych w ba-
daniu belek typu W-I oraz o 50% od np. be-
lek W-II. Na taki rozwój rys prostopadłych
miał wpływ stopień zbrojenia belek, który
w przypadku elementów wzmocnionych
został zwiększony przez zbrojenie ze-
wnętrzne taśmami CFRP. Zarówno w przy-
padku belek wzmocnionych, jak i bez
wzmocnienia ze zwiększeniem obciążenia
zwiększała się liczba rys prostopadłych,
a ich rozstawy były zdecydowanie mniejsze
w przypadku elementów o większym stop-
niu zewnętrznego wzmocnienia. Takie za-
chowanie elementów związane jest ze
wzrostem stopnia zbrojenia oraz lokalizacją
taśmy na zewnętrznej rozciąganej po-
wierzchni belek [1, 2, 5]. Ponadto anali-

za wyników badań wykaza-
ła, że przy stopniu wzmoc-
nienia ρf /ρs > 0,4 rozstaw
rys jest mniejszy nawet
o 50% niż w przypadku be-
lek niewzmocnionych (rysu-
nek 4). Uwzględniając, że
rozstaw rys jest bezpośred-
nio związany z przyczepno-
ścią zbrojenia zwykłego
i kompozytowego do beto-
nu, określenie średniego
końcowego rozstawu rys
w sposób dokładny jest za-
gadnieniem bardzo złożo-
nym. Wyznaczenie tej wiel-
kości możliwe jest przy wy-
korzystaniu nieliniowych

metod numerycznych, bowiem pozwalają
one uwzględnić w analizie różnice pomię-
dzy mechaniką przyczepności stali zbroje-
niowej i kompozytu CFRP do betonu.

Przyczepność kompozytów FRP do be-
tonu była przedmiotem wielu badań publi-
kowanych od 1989 r. Wykazano, że przy-
czepność taśmy FRP do betonu w strefie
rozciąganej zależy m.in. od wytrzymałości
betonu na rozciąganie, sposobu przygoto-
wania powierzchni, sztywności giętnej
wzmacnianego elementu, grubości war-

stwy kleju, stosunku szero-
kości do grubości kompo-
zytu FRP i liczby jego
warstw oraz jego modułu
sprężystości. Efektem ana-
liz są modele opisujące za-
leżność naprężenie – od-
kształcenie w strefie kon-
taktu kompozytu FRP z be-
tonem [1, 9, 10].

Modele opisujące zjawi-
sko przyczepności taśmy

CFRP oraz żebrowanej stali zbrojeniowej
do betonu, będące podstawą teorii żelbetu,
mogą posłużyć do określenia średnich
znormalizowanych naprężeń przyczepno-
ści (τfm) na odcinku pomiędzy rysami w fa-
zie ustabilizowanego zarysowania. Obec-
nie najczęściej stosowane są wytyczne
omówione w [1], gdzie Holzenkämpfer
wykazał, że naprężenia te wynoszą
τfm = 1,25 · fctm w przypadku taśmy CFRP
i τfm = 1,80 · fctm w przypadku żebrowanych
prętów zbrojeniowych.

Z analiz przeprowadzonych przez auto-
rów wynika [5], że wystarczająco dokład-
ne wyniki obliczeń końcowego rozstawu
rys można uzyskać, wyznaczając tę wiel-
kość na podstawie [13]. W celu określenia
końcowego rozstawu rys można wykorzy-
stać także odpowiednio zmodyfikowane
wytyczne normy PN-B-03264: 2002, które
opisano zależnościami 1 ÷ 5. Modyfikacja
polega na określeniu zastępczej średnicy
zbrojenia rozciąganego (wzór nr 2) oraz
zmianie wartości współczynnika zależnego
od przyczepności zbrojenia rozciąganego
do betonu (wzór nr 5), w taki sposób aby
uwzględnić różnicę w mechanice przyczep-
ności zbrojenia zwykłego i taśmy CFRP
do betonu.

Średni końcowy rozstaw rys, w belkach
wzmocnionych taśmami CFRP, proponuje
się wyznaczyć wg następujących zależności:

(1)

w którym:

(2)

(3)

(4)

(5)

gdzie:
Act,eff – pole efektywnej rozciąganej strefy prze-
kroju zginanego;
As1 – pole przekroju zbrojenia zwykłego;
Af – pole przekroju taśmy CFRP;
us – obwód zbrojenia zwykłego (prętów zbroje-
niowych);
uf – obwód czynny taśmy przenoszący siły przy-
czepności na beton;
φs – średnica zbrojenia rozciąganego;
bf – szerokość taśmy CFRP;
Ef – moduł sprężystości kompozytu;
Es – moduł sprężystości stali zbrojeniowej;
φf,eq – zastępcza średnica zbrojenia zwykłego i ta-
śmy CFRP;
Af,eq – zastępcze pole przekroju taśmy CFRP;

Rys. 2. Porównanie obliczeniowej wartości momentu
rysującego (Mcr

cal) wyznaczonej wg PN-EN 1992-1-1,
PN-84/B-03264 oraz [13] z uzyskaną w badaniach (Mcr

eks)
[2, 5, 7]

Rys. 3. Porównanie morfologii rys belek bez wzmocnie-
nia oraz wzmocnionych w fazie ustabilizowanego zaryso-
wania [5]

Rys. 4. Wpływ wzmocnienia belek żelbeto-
wych taśmami CFRP na rozstaw rys pro-
stopadłych [2, 5, 8]: Srm.w – rozstaw rys
w belce wzmocnionej, Srm.k – rozstaw rys
w belce kontrolnej, ρρf – sto pień zbro je nia
ta śmą CFRP, ρρs – sto pień zbro je nia zwy kłe -
go w od nie sie niu do ca łe go prze kro ju
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k1 – współczynnik zależny od przyczepności
zbrojenia i taśmy CFRP do betonu;
k2 – współczynnik zależny od rozkładu odkształ-
ceń na wysokości przekroju przy zginaniu nale-
ży przyjąć równy 0,5.

Dokładność metod obliczeniowych
zawartych w [13] i PN-B-03264:2002,
z uwzględnieniem zmodyfikowanych za-
leżności (wzór 1-5), zweryfikowano przez
porównanie wyników obliczeń z wynika-
mi badań [2, 5, 8]. W celu porównania wy-
konano również obliczenia średniego koń-
cowego rozstawu rys wg EC2. Wyniki ana-
lizy przedstawiono na rysunku 5. Naj-

mniejszy średni błąd obliczeń wynoszą-
cy 21% (rysunek 6) uzyskano w przypadku
średniego końcowego rozstawu rys określo-
nego na podstawie zmodyfikowanych wzo-
rów (1-5). Zbliżony jest on do błędu śred-
niego uzyskanego metodą wg [13]. Naj-
większy błąd obliczeń, równy 94%, uzyska-
no w przypadku średniego końcowego roz-
stawu rys określonego wg wytycznych EC2.
Otrzymano zawyżoną wartość średniego
końcowego rozstawu rys (rysunek 6), ponie-
waż metoda nie uwzględnia korzystnego
kształtu taśmy i jej położenia na zewnętrz-
nej rozciąganej powierzchni belki.

Wpływ wzmocnienia
taśmami CFRP belek
żelbetowych na szerokość
rys prostopadłych

Przyrost średniej szerokości rozwarcia
rys w elementach wzmocnionych w wystar-
czająco dokładny sposób można opisać
dwiema prostymi. Pierwsza z nich ma po-
czątek w punkcie odpowiadającym momen-
towi rysującemu, a koniec w punkcie odpo-
wiadającym momentowi wywołującemu
w zbrojeniu rozciąganym naprężenia równe
granicy plastyczności. Natomiast druga linia
ma początek w punkcie kończącym pierw-
szą prostą, a koniec na rzędnej odpowiada-
jącej momentowi niszczącemu (rysunek 7).
Analizując wyniki badań, można wniosko-
wać, że wraz ze wzrostem przekroju taśmy
załamanie wykresu ulega zmniejszeniu, co
jest związane z dużym wpływem zbrojenia
kompozytowego na ograniczenie szerokości
rozwarcia rys [4, 5].

Szerokość rozwarcia rys prostopadłych
w elementach wzmocnionych można obli-
czyć wg [13] oraz zmodyfikowanych wy-
tycznych PN-B-03264:2002. Dokładność
tych metod zweryfikowano przez porów-

nanie wyników obliczeń z wynikami badań
[2, 5]. W celu porównania autorzy wyko-
nali również obliczenia średniej szerokości
rys wg EC2. W obu metodach przy oblicza-
niu średnich odkształceń zbrojenia rozcią-
ganego, z uwzględnieniem efektu usztyw-
nienia, ważne jest poprawne wyznaczenie
naprężeń w zbrojeniu rozciąganym i taśmie
CFRP w przekroju przez rysę. Naprężenia
te można obliczyć, przyjmując liniowo-
-sprężysty model naprężenie-odkształce-
nie dla betonu, stali zbrojeniowej oraz ta-
śmy (rysunek 1a).

Model liniowo-sprężysty wg norm
PN-B-03264:2002, PN-EN 1992-1-1 (EC2)
oraz wytycznych [13] można stosować
w zakresie, w którym naprężenia w zbro-
jeniu zwykłym σs nie przekraczają charak-
terystycznej granicy plastyczności stali fyk
(rysunek 8). Przy większych poziomach
obciążeń uzyskiwane wyniki obliczeń są
niezadowalające. W praktyce nie ma to
jednak istotnego znaczenia, ponieważ
przy tak dużych wartościach obciążeń nie
jest możliwe w pełni bezpieczne użytko-
wanie konstrukcji. W związku z tym wy-
tyczne dotyczące obliczania elementów
wzmocnionych [13, 14] ograniczają do-

puszczalne naprężenia w zbrojeniu rozcią-
ganym do poziomu równego fyk. W wyjąt-
kowych sytuacjach do obliczenia naprę-
żeń w zbrojeniu rozciąganym można
wykorzystać trójliniowe modele zależno-
ści moment-krzywizna pozwalające na
uwzględnienie III fazy pracy elementu
wzmocnionego [11, 12].

Najmniejszy średni błąd obliczeń rów-
ny 69% (rysunek 9) uzyskano w przypad-
ku średniej szerokości rys wyznaczonej
wg zmodyfikowanych wzorów normy
PN-B 03264:2002. Zbliżony jest on do błę-
du średniego uzyskanego wg [13] (rysu-
nek 9). Największy błąd obliczeń (94%)
otrzymano, stosując wytyczne EC2 (rysu-
nek 9). Spowodowało to, że w normie EC2
nie została uwzględniona korzystna loka-

Rys. 5. Porównanie obliczonego średniego
końcowego rozstawu rys prostopadłych
z wynikami badań [2, 5, 8]

Rys. 7. Przyrost średniej szerokości rys
prostopadłych w belkach wzmocnionych
i bez wzmocnienia w funkcji momentu zgi-
nającego [4]

Rys. 6. Zestawienie błędów obliczeń średniego końcowego rozstawu rys prostopadłych w od-
niesieniu do wyników badań [2, 5, 8]

Rys. 8. Przyrost odkształceń taśmy CFRP
w funkcji momentu zginającego [4]
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lizacja taśmy CFRP na zewnętrznej rozcią-
ganej powierzchni belki.

Analizując średnie szerokości rozwarcia
rys i ich morfologię, należy wziąć pod uwa-
gę również możliwość występowania rys
o znacznie większej szerokości niż ich war-
tość średnia. Stosowane metody oblicze-
niowe pozwalają na wyznaczenie jedynie
średniej szerokości rozwarcia rys, nato-
miast szerokość maksymalna ustalana jest
przez przemnożenie wartości średniej przez
empirycznie wyznaczony i przyjęty normo-
wo współczynnik β, w zależności od cha-
rakteru obciążenia oraz wymiarów elemen-
tu. Wartość tego współczynnika definiuje
stosunek maksymalnej szerokości rozwar-
cia rysy do wartości średniej.

W przypadku elementów wzmocnionych
taśmami CFRP przy obliczaniu szerokości
rozwarcia rys prostopadłych należy przyj-
mować β = 1,8, co potwierdziły badania.
Różnice między obliczoną charakterystycz-
ną szerokością rozwarcia rys, wyznaczoną
wg PN-B-03264, PN-EN 1992-1-1 oraz
[13], a eksperymentalną [2, 5] przedstawio-
no na rysunku 10.

Podsumowanie
Przeprowadzone badania doświadczal-

ne i analizy wskazują, że wzmocnienie zgi-
nanych elementów żelbetowych taśmami
z włókien węglowych wpływa korzystnie
na ograniczenie szerokości rozwarcia rys
prostopadłych oraz ich zasięgu na wysoko-
ści przekroju. Wykazano ponadto, że me-
toda projektowania wzmocnień taśmami
CFRP zginanych elementów żelbetowych
z uwagi na stan graniczny zarysowania, za-
warta w [13], pozwala na bezpieczne pro-
jektowanie wzmocnień konstrukcji. Przy
obliczaniu charakterystycznej szerokości
rys prostopadłych w elementach wzmoc-

nionych kompozytami CFRP proponuje się
przyjmować współczynnik wyrażający sto-
sunek maksymalnej do średniej szerokości
rysy równy β = 1,8.

Zaproponowany w artykule sposób pro-
gnozowania zarysowania w elementach
żelbetowych wzmocnionych kompozyta-
mi CFRP pozwala z dużą dokładnością
określić średni końcowy rozstaw rys oraz
w sposób zadowalający średnią i maksy-
malną szerokość rys.

Streszczenie
Dokonano oceny wpływu wzmocnienia ta-
śmami CFRP zginanych belek żelbeto-
wych na wartość momentu rysującego,
średni rozstaw rys prostopadłych oraz ich
szerokość rozwarcia. Wyniki obliczeń sze-
rokości oraz średniego rozstawu rys w ele-
mentach wzmocnionych taśmami CFRP,
uzyskane przy użyciu najczęściej stosowa-
nych metod obliczeniowych, zestawiono
z wynikami badań własnych i innych auto-
rów. W rezultacie zaproponowano nowe

podejście do obliczania rozstawu rys pro-
stopadłych do osi elementu w zginanych
belkach żelbetowych, bazując na wytycz-
nych normy PN-B-03264:2002. Zweryfi-
kowano je doświadczalnie, wykorzystując
wyniki dotychczasowych badań.
Słowa kluczowe: elementy zginane,
wzmocnienie, taśmy CFRP, moment rysu-
jący, rysy prostopadłe.

Abstract
Influence of strengthening by the applica-
tion of CFRP strips to flexural reinforced
concrete beams, on the cracking moment,
mean cracks spacing and their widths has
been evaluated. The results of cracks width
and spacing calculations in the strengthened
reinforced concrete beams with CFRPstrips,

obtained with most popular calculating me-
thods, have been compared with both own
test results and those of other authors. As
a result of analysis a new approach, based of
guidelines of PN-B-03264:2002, for cal-
culating flexural cracks spacing in the be-
ams strengthened with CFRP strips has be-
en proposed. The new model for cracks
calculating has been verified with previo-
us tests results.
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Celem prezentowanych badań
jest wykorzystanie piasku od-
padowego zalegającego na
hałdach Pomorza Środkowe-

go, jako podstawowego składnika
mieszanki betonowej [1]. Piasek bę-
dący pozostałością po hydroklasyfi-
kacji pospółki jest obecnie wykorzy-
stywany przede wszystkim na beto-
nowe posadzki przemysłowe [2], ale
trwają prace nad stosowaniem go
do produkcji elementów konstrukcyj-
nych, obciążanych statycznie i/lub dy-
namicznie [3, 4, 5, 6]. Należy podkre-
ślić, że aby móc zaprojektować beto-
nowy element konstrukcyjny z dodat-
kiem włókien stalowych, należy
uwzględnić jego specyficzne cechy,
które determinują nieco inne bada-
nia w porównaniu z badaniami wy-
konywanymi w przypadku tzw. beto-
nów zwykłych. Przykładem jest zapro-
ponowany w PN-EN 14651:2007 po-

miar wytrzymałości na rozciąganie
przy zginaniu (granica proporcjonal-
ności LOP) [7, 8, 9]. Dzięki niemu
możliwe jest zaprojektowanie elemen-
tów wykonanych z dodatkiem zbroje-
nia rozproszonego.

Opis badań
Zaprojektowano dwie mieszanki fi-

bropiaskobetonowe ze stosowanymi
zamiennie włóknami stalowymi o smu-
kłości 54,5 i 62,5. Użyte haczykowate
włókna, o wymiarach (długość/średni-
ca) 50/0,8 i 30/0,55 mm, charaktery-
zowały się właściwościami określony-
mi w [10]. Ilość użytych włókien uwa-
runkowana była zaplanowaną klasą
betonu, co najmniej C20/25 i ura-
bialnością mieszanki dostosowaną
do możliwości produkcji w tradycyj-
nych wytwórniach betonu. W tabeli
przedstawiono skład mieszanek beto-
nowych oraz serie elementów prób-
nych wykonanych w sezonie jesien-
no-zimowym w pomieszczeniu, w któ-
rym temperatura powietrza wynosiła
ok. +22 °C. We wszystkich seriach

utrzymywano jednakowy reżim tech-
nologiczny. Przez pierwsze 24 h
(do chwili rozformowania) oraz przez
kolejne 6 dni próbki dojrzewały w wa-
runkach podwyższonej wilgotności, tj.
były szczelnie przykryte folią. Po sied-
miu dniach dojrzewania przetranspor-
towano je do hali laboratoryjnej, gdzie
znajdowały się do czasu zakończenia
badań. Temperatura powietrza w hali
wynosiła 18 – 22 °C, natomiast wil-
gotność 50 – 75%. Pomiary wilgotno-
ści i temperatury w obu pomieszcze-
niach wykonywano przy użyciu reje-
stratorów EBI-2, zaprogramowanych
na zapis co 30 min.

Elementy próbne wykonywano se-
riami, przy czym każda składała się
z trzech belek (15 x 15 x 55 cm),
trzech walców (15 x 30 cm) oraz sze-
ściu kostek (o boku 15 cm). Elementy
belkowe przygotowano do badań
przez ich nacięcie w środku rozpięto-
ści (po 24 h od betonowania) na głę-
bokość 25 mm. Próbki typu B posłu-
żyły do określenia wytrzymałości
na ściskanie, na walcach określono
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