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Generalization of Hamilton’s principle for the problem of coupled thermodiffusion
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Streszczenie. Zmienna w czasie temperatura i st¢zenie substan-
cji dyfundujacej powoduja deformacj¢ ciata statego. Istnieje
rowniez proces odwrotny, czyli odksztatcenie ciata statego po-
woduje wytworzenie energii cieplnej oraz przeptyw masy. Wy-
mienione procesy sa ze soba sprz¢zone, a badaniem tego sprzg-
zenia zajmuje si¢ termodyfuzja. W artykule rozpatrzono zagad-
nienie poczatkowo-brzegowe osrodka ciaglego, geometrycznie
1 fizycznie liniowego, przy umiarkowanej zmianie temperatury
i stezenia substancji dyfuzyjnej. Zagadnienie takie mozna opi-
sa¢ za pomoca sprz¢zonych rownan rézniczkowych, rozszerzo-
nego rownania przewodnictwa cieplnego, rozszerzonego rowna-
nia dyfuzji i rownan teorii sprezystosci uzupetnionych o warun-
ki brzegowe i poczatkowe. W artykule wykazano, ze rownanie
czasopracy wirtualnej, wyprowadzone na bazie rownan réznicz-
kowych, prowadzi do uogolnienia zasady Hamiltona. Rownania
czasopracy wirtualnej i zasady Hamiltona nie da si¢ wyrazi¢
w postaci minimum dobrze zdefiniowanego funkcjonatu. Wia-
domo, ze takie sformutowanie pozwala na zastosowanie metod
bezposrednich. Latwo wykazaé, ze z przedstawionej zasady wa-
riacyjnej mozna wyprowadzi¢ rownania sprezystosci, przewod-
nictwa cieplnego i dyfuzji.

Stowa kluczowe: zasada Hamiltona; sprzgzona termodyfuzja;
mechanika osrodkoéw ciaglych;
nieodwracalnych.

termodynamika procesow

ogodlnieniem zasady minimum energii potencjalnej
w przypadku liniowej dynamiki jest zasada Hamil-
tona [1]. Uogodlnienie to w istocie polega na zbudo-
waniu funkcjonatu i nastgpnie na zadaniu, aby ten
funkcjonat spetnial wymagane warunki minimum. Mozna
rowniez pominaé etap budowania funkcjonatu, korzystajac
przez analogi¢ z zasady pracy wirtualnej, nazywanej zasada
czasopracy wirtualnej [1, 2]. Tematyke rozszerzenia zasady
Hamiltona poruszano takze w innych pracach, np. [3 —7].
Termodyfuzja, jako dzial mechaniki ciata statego, obejmu-
je badania nad sprzgzeniem pola deformacji, temperatury i stg-
zenia substancji dyfundujacej. W dziedzinie inzynierii lado-
wej wyrozni¢ mozna wiele zjawisk z zakresu termodyfuzji.
Praktycznym przyktadem jest powierzchniowa obrobka ciepl-
no-chemiczna, np. przez azotowanie, naweglanie, czy boro-
wanie (fotografia). W warunkach podwyzszonej temperatury
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Abstract. Variables in time of temperature field and concentration
of diffusion substance field cause deformation of the solid. There
is also a reverse process, i.e., deformation of the solid causes ther-
mal energy (and its conduction) and mass flow. The mentioned
processes are coupled together and thermodiffusion deals with the
study of this coupling. In the paper the problem of initial — boun-
dary of the continuous center with moderate temperature change
and moderate change in concentration of diffusion substance was
considered. Such an issue can be written with conjugate differen-
tial equations, extended thermal, diffusion and the theory of ela-
sticity equations supplemented with boundary and initial condi-
tions. It is possible to described such an issue by the integral form
using for this purpose the above differential equations and the
equation of a virtual power in the space—time domain. It has been
shown in the work that the equation of a virtual power, derived
from the above differential equations, actually leads to the gene-
ralized Hamilton’s principle. The equation of a virtual power and
Hamilton’s principle in the form shown in the work cannot be
expressed as a minimum of a well-defined functional. It is known,
that such formulation allows the use of direct methods. It is easy
to show that the elasticity, thermal conductivity and diffusion equ-
ations can be obtained from the presented variation principle.
Keywords: Hamilton’s principle; coupled thermodiffusion;
mechanics of continuous medium; thermodynamics of
irreversible processes.

Przebieg roznych proceséw obrobki cieplno-chemicznej; warstwa
dyfuzyjna zlozona z: wegla (a); azotu (b); borkow zelaza (c) uzy-
skana na plytce stalowej [http://www.labmat.pw.plock.pl]
The progress of various thermo-chemical treatment processes;
diffusion layer composed of: carbon (a), nitrogen (b), iron boride (c)
obtained on a streel plate [http://www.labmat.pw.plock.pl]

zachodzi wowczas termodyfuzja jednostronna, tj. dyfuzja
gazu do ciata statego. Do obrobki powierzchniowej metali
stosuje si¢ rowniez réznego typu powloki. Wowczas zacho-
dzi proces dyfuzji wzajemnej. W jednym i w drugim przypad-
ku poznanie ztozonych procesow transportowych pozwa-
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la na uzyskanie lepszych wtasciwosci wierzchniej warstwy
ochronnej. Umozliwia to optymalizacj¢ parametréw mecha-
nicznych i chemicznych tych materiatéw, a takze prognozo-
wanie ich trwato$ci.

W budownictwie znaczaca grupg zjawisk z zakresu termo-
dyfuzji stanowia procesy cieplno-wilgotnosciowe, ktore sa
domena fizyki budowli. Przeplyw wilgoci i ciepta przez prze-
grody budowlane jest w dobie racjonalizowania zuzycia ener-
gii jednym z gléwnych probleméw projektowych i wykonaw-
czych, interesujacych inzynieréw budownictwa. Dyfuzyjny
przeptyw pary wodnej moze wplywac na wiele niekorzyst-
nych zjawisk, jak np. korozja biologiczna i chemiczna, co
W znaczacy sposob pogarsza wlasciwosci fizyko-mechanicz-
ne materiatow.

Poznanie ztozonych procesow przeptywu masy i ciepta po-
zwala rowniez na modelowanie zachowania si¢ konstrukcji
w sytuacjach wyjatkowych, takich jak pozar, powddz, czy
awaria nuklearna. Reakcja elementéw konstrukcyjnych
na zwigkszanie temperatury otoczenia ma réwniez znaczenie
podczas oceny ich odporno$ci ogniowej. Wahajacy si¢ zakres
temperatur wplywa na cechy fizyczne materialu oraz wody
(lub pary wodnej). W materiale porowatym, modyfikacjom
ulega rowniez wewngtrzna struktura poréw i w efekcie zmie-
niaja sig jego podstawowe wlasciwosci. W przypadku betonu
podlega on dodatkowo dehydratacji, co uwidacznia si¢ w po-
staci upustu ciepta i zrédet wody swobodnej.

Niekontrolowana termodyfuzja moze mie¢ bardzo nega-
tywne skutki. Przyktadem jest zachowanie si¢ drewna w at-
mosferze o dynamicznie zmieniajacej si¢ wilgotnosci.
Na skutek wysychania materiatu dochodzi do skurczu, a kon-
sekwencja niejednorodnego rozktadu wilgoci wewnatrz ele-
mentu jest powstanie odksztalcen i naprezen. Jezeli dyfuzja
zachodzi powoli, rozktad wilgoci wewnatrz elementu moz-
na uznaé¢ za rOwnomierny i materiat jest pozbawiony we-
wngtrznych napre¢zen suszarniczych. Modelowanie rozktadu
wilgoci w suszonym materiale lub symulacja zjawisk za-
chodzacych w procesie suszenia pozwala zidentyfikowacé te
fazy suszenia, w ktorych moze doj$¢ do niepozadanych kon-
sekwencji.

W artykule dokonano uogdlnienia zasady Hamiltona
na przypadek termodyfuzji sprzgzonej w odksztatcalnych cia-
fach statych. Wykazano, ze rownanie czasopracy wirtualnej
prowadzi do uogdlnienia zasady Hamiltona.

Zagadnienie poczatkowo-brzegowe
termodyfuzji w ciatach statych

Rozpatruje sig ciato stale zajmujace obszar B z powierzch-
nig graniczng 0B. Ruch badano w przedziale czasute <0, ).
Ciato w stanie niezdeformowanym i beznaprgzeniowym znaj-
duje si¢ w statej temperaturze T, = T(X, 0) i charakteryzuje
si¢ statym st¢zeniem substancji dyfundujacej C; = C(X, 0).
Pod wplywem oddziatywan zewngtrznych lub/i wewngtrz-
nych ciato dozna przemieszczen u(X, t), odksztatcen g,(X, 1),
powstana naprgzenia o, (X, t), temperatura zmieni si¢ o 8(X, t),
a stezenie substancji dyfundujacej o c¢(X, t). Analizuje sig
osrodek ciagty, przy niewielkich zmianach temperatury i stg-
zenia substancji dyfundujace;.

www.materialybudowlane.info.pl  [ISSN 0137-2971, e-ISSN 2449-951X|

W celu wyprowadzenia rownan opisujacych analizowane
zagadnienie rozwinigto funkcj¢ energii swobodnej Helmholtza
w szereg potggowy Taylora w otoczeniu stanu naturalnego,
a nastgpnie zrozniczkowano wzgledem odksztatcen:
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Uwzgledniajac przyjete zatozenia w stanie naturalnym (na-
prezenia i odksztalcenia sa zerowe) oraz wprowadzajac sto-
sowane oznaczenia, otrzymuje si¢ nastgpujaca zalezno$é:

OF (&,6,¢)

3 = Cijia € — a0 — Bijc + - (2)
sij

Ze wzgledu na zatozenie o infinitezymalnych odksztatce-
niach, matym wzglgdnym przyroscie temperatury oraz matym
przyro$cie stgzenia substancji dyfundujacej, mozna w zalez-
nosci (2) pomina¢ wielkosci wyzszego rzedu, uzyskujac na-
stgpujaca posta¢ rownania konstytutywnego termodyfuzji:

0, = Cof— 0‘,-]-‘9 fﬂijc 3)

gdzie:

C,,, — sktadowa tensora opisujacego parametry materiatowe zwiazane

z mechanicznymi wiasciwo$ciami materiatu;

a. — sktadowa tensora opisujacego parametry materialowe zwiazane
z mechanicznymi i termicznymi wlasciwosciami materiatu;

B, — sktadowa tensora opisujacego parametry materialowe zwiazane
z mechanicznymi i1 dyfuzyjnymi wtasciwosciami materiatu.

Warto zaznaczy¢, ze w przypadku jednorodnego ciala
izotropowego zaleznosc (3), po uwzglednieniu wspomnianych
zatozen, przyjmie postaé:

. 0, =2ue, + (de —y,0— yCc)éy. 4)
gdzie:
w« [N/m?], A [N/m?], v, [N/m?], y. [Nm/kg] — state materiatowe;
5’]. — delta Kroneckera.

Rownania réwnowagi, opisujace zalezno$¢ pomigdzy
naprgzeniami, sitami masowymi i sitami bezwtadnosci, mozna
natomiast zapisa¢ w nastgpujacy sposob:

| o 01 pi, =0 ©)
gdzie:

p — gestos¢ objetosciowa ciata [kg/m?].

Wykorzystujac pierwsza i druga zasadg termodynamiki,
rownanie bilansu entropii oraz zwiazki Onsagera dotyczace la-
minarnych przeptywow termodynamicznych, mozna nastep-
nie wyprowadzi¢ rozszerzone réwnania przewodnictwa ciepl-
nego i dyfuzji w postaci:

k6, — e, — T,(y,6 + be) + W=0 (6)
gdzie:
k[W/mK], ¢, [J/Km?], y, [N/m’K], b [J/kgK] — state materiatowe;
W [W/m®] — wydajno$¢ wewngtrznych zrddet ciepta.
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DO, +De,+Dc,—¢+tt=0 7
gdzie:
D, [kg/msK], D, [kg/ms], D, [m*/s] — stale materiatowe;
T [kg/m?ss] — wydajno$¢ wewngtrznych zrodet masy.
Uzupehieniem tych rownan sa warunki poczatkowe i brze-
gowe, ktore mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci:
e warunki poczatkowe:

u(X, ) = u (X v);
(X, ) =i, (X 1);
TX 1)=T(X v); ®)

C(X, 1) = C(X. 0;
(X, 1) =B,x {0};
i=1,2,3
e warunki brzegowe typu statycznego:
BX. 0 =0,X. n;
(X ) 0B, x <0,00>; )
i=1,2,3
e warunki brzegowe typu geometrycznego:
u(X, )= i(X, 0;
(X, ) e 0B, x <0, 00>
i=1,2,3
e warunki brzegowe typu termicznego, np. warunek II
rodzaju:

(10)

X 0)=q(X v,
(X, )e 0B, x <0,0>; (11)
i=1,2,3
e warunki brzegowe typu dyfuzyjnego, np.warunek II
rodzaju:
X =X v,
(X t)e 0B, x <0,0>;
i=1,2,3

(12)

Réwnania czasopracy wirtualnej

Rownania (4) + (7) stanowia uktad sprz¢zonych rownan
rozniczkowych czastkowych wzgledem zmiennych prze-
strzennych i czasu, sformutowany w ramach teorii mechani-
ki o$rodkow ciaglych i termodynamiki procesow niecodwracal-
nych. W celu rozwiazania zagadnienia termodyfuzji sprzgzo-
nej z uzyciem np. metody elementéw czasoprzestrzennych,
konieczne jest sformutowanie globalne, obejmujace cale
rozpatrywane cialo i caty przedziat czasowy. Jednym ze spo-
sobow przeksztatcenia sformutowania lokalnego w globalne
jest zastosowanie metody czasopracy wirtualnej, co wykonu-
je sig¢ przez analogi¢ do rbwnania pracy wirtualnej [2]. Na ba-
zie rownan roéwnowagi oraz rozszerzonego rownania prze-
wodnictwa cieplnego i dyfuzji, uzyskano nastgpujace rowna-
nia catkowe:

ff&ui(aij,j + pfi — pii;)dBdt =0 (13)

t B

(14

f f 89(k6;; — Ocec — To(yré + bé) + W)dBdt =0
t B

f fSh(DCDTGﬁ + D¢D,ey; + DEcyy — Deé + Dot = 0)dBdt =0 (15)
t B
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Nastgpnie w wyrazeniach (13), (14), (15) dokonuje sig
nastgpujacych podstawien:
0= T g

def

c=Ch

(16)

an

Wielkosci du, dg, dh oznaczaja wariacje funkcji u, g, h. Sa
to funkcje spetniajace kinematyczne, termiczne i dyfuzyjne
warunki brzegowe oraz odpowiednio rézniczkowane po
zmiennych przestrzennych i po czasie. Wykorzystujac warun-
ki brzegowe (9) + (12), rdbwnanie (4) oraz dokonujac odpo-
wiednich przeksztatcen, otrzymuje si¢ rownania czasopracy
wirtualnej w postaci:

J‘fﬁulpﬁdBdt—fﬁuLpu dB|it + ffﬁulpuldﬁdt+

J‘J‘ﬁuLpL 0B, dt ff&”o”dBdt—

t 08,

(18)

f f SgWdB dt + J’ f 8GTyce gd Bdt + J’ f 8GT,Cobhd Bdt +

J’J.(quinid(aBT)dt (19)

t 3B
+ff§gT0yTedBdt J-J.églkTogldBdt
tB t 0By

_ f 5gTOC£’ngB|tO - f 89TyCobhdB|;! — f 8gToyredBl;t = 0
B B B

J.J’(ShDCrdB dt — J’ J. 8h;D¢DrTog;dBdt — J. J’ 6h;iD¢Dge;d Bdt — f J’ Bh,iDgcoh,idB dt +
t B t B (20)
+ff6leCCoth dt —f f ShD.1;n;d (0Bc)dt — fﬁthCothItD =0
t B

t 08¢

Poszczegdlne catki rownan (18) + (20) oznaczaja czaso-
prace lub czasoenergi¢ wyrazona w J-s = N-m's [1]. Row-
nania (18) = (20) stanowia zasadg czasopracy wirtualne;j.
Widoczne sa sprze¢zenia odksztalcen &;, temperatury 0 (opi-
sywanej funkcja g) 1 dyfuzji ¢ (opisywanej funkcja h). De-
finicj¢ rownania czasopracy wirtualnej mozna rozszerzyc¢
na zagadnienie termodyfuzji sprz¢zonej w nastgpujacy spo-
sob: uogdlnione sity (pochodzace od oddziatywan zewngtrz-
nych w postaci sit powierzchniowych, wplywow termicz-
nych i dyfuzyjnych) roztozone na hiperpowierzchni ograni-
czajacej obiekt czasoprzestrzenny oraz sily wewngtrzne
(ktorych zrodtem sa sity masowe, wewngtrzne zrdodta cie-
pta i masy), dziatajace w czterowymiarowym obszarze wy-
konuja na wirtualnych wielkoSciach du, dg, 6h czasoprace
réwna wewngtrznej czasoenergii zgromadzonej w analizo-
wanym obszarze.

Sposéb uogodlnienia zasady Hamiltona
Wprowadza si¢ nastgpujace oznaczenia:
m do réwnania (15):

1
13
Vu = Ef El-jO'ide (22)
B
w, = fuipfl-dB + fui;sid(az;,,) (23)
B 0Bp
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m do réwnania (16):

1
Ty = 5 f gTocegdB (24)
B

1
Vr = Ef(g,ikTOg,i — gToyre — gToCobh)dB  (25)
B

Wr = f gWdB — f 94;n;d (0Br) (26)
B 0BT

m do réwnania (17):
10.
Te = EJ. hD:CyhdB 27
1 B
VC = Ef h,i(TODCDTg,i + DCDse‘i + Cngh‘l)dB (28)
B

WC = thchB - f thf]inid (ch) (29)
B dB¢

Roéwnania czasopracy wirtualnej przyjmuja postac:

1 1
Sty = f 8T, =Vt s Wdt =5 f SuyptiydB|;: = 0 (30)
B

t
1 1
Syr = f O ~Vr +5 Wyt —5 f 89(Tocscd + ToCobh + TOyTe)dBK: =0
B

t i ! R EIY
Sye = f O(T; = Ve +5Woydt - f 8hDcCohdB];: (32)
t B

gdzie:
¥ — minimalizowany funkcjonat, tzw. funkcja Lagrange’a.

Jezeli impulsy zewngtrzne (obciazenie, temperatura, dyfu-
zja) maja charakter zachowawczy (tzn. sa niezalezne od prze-
mieszczen, temperatury, dyfuzji rozpatrywanego osrodka), to
roOwnania czasopracy przyjmuja postac:

1 1
py = 5[(@ =Vt Wt —Efauipuidmﬁ; =0 (33)
t 1 1 B
. t
Spr =46 f (Ty = Vr+ 5 Wy)de -5 f 89(ToCscd + ToCobh + Toyre)dB|, = 0
; x ) (34)
Sxe = 5J(TC Ve +5We)dt —Efshuccohdmg =0 (35
t B

Przy zatozeniach, ze wariacje du,, dg, 6h zanikaja w chwili 7
(poczatek obserwacji) i ¢, (koniec obserwacji, analizy), catka
z funkcji Lagrange’a ma postac:

L=T -V+12W (36)

W przedziale czasu ¢, t,, wyrazenie to osiaga wartos¢ eks-
tremalng w przypadku rzeczywistego ruchu wzgledem
wszystkich dopuszczalnych przemieszczen wirtualnych ou,,
temperatury wirtualnej (wyrazonej funkcja dg) 1 dyfuzji wir-
tualnej (wyrazonej funkcja Jh), zanikajacych po pierwsze
w chwilach #; i ¢, we wszystkich punktach ciata i po drugie
—na powierzchniach granicznych 6B, , 0B,, 0B, gdzie prze-
mieszczenia, temperatura (wyrazona przez g) i dyfuzja (wy-

www.materialybudowlane.info.pl  [ISSN 0137-2971, e-ISSN 2449-951X|

razona przez h) sa dane w ciagu catego okresu <1, t,>. Za-
sada ta oznacza, ze wsrod wszystkich dynamicznych drog,
ktore spetniaja warunki brzegowe 0B , 0B, 0B, w kazdej
chwili t oraz ktore zaczynaja sig i koncza rzeczywistymi wa-
runkami w dwoch dowolnych chwilach #; i #, w kazdym
punkcie ciata, rzeczywista droga dynamiczna wyrdznia sig
wsrdod innych tym, ze funkcja Lagrange’a (36) osiaga eks-
tremum (minimum).

Podsumowanie

Wykorzystujac analogi¢ przedstawiong w monografii Fun-
ga [8], Nowackiego [9, 10], Kaczkowskiego [11] i Podhorec-
kiego [2], dokonano rozszerzenia zasady Hamiltona o cztony
zwiazane z dyfuzja oraz ze sprz¢zeniem pola mechanicznego,
termicznego i dyfuzyjnego.

Roéwnania czasopracy wirtualnej (18) + (20), a wige takze
zasada Hamiltona (33) + (35) nie dadza si¢ wyrazi¢ wprost
jako minimum dobrze okreslonego funkcjonatu. Wiadomo
jednak, ze takie sformutowania dopuszczaja stosowanie me-
tod bezposrednich, jak np. metoda elementoéw czasoprze-
strzennych (MECZ) lub dowolna inna metoda do rozwiazy-
wania uktadu zwyczajnych sprz¢zonych rownan rézniczko-
wych. Z zasady wariacyjnej (18) + (20) mozna otrzymac row-
nania termodyfuzji sprzgzonej w odksztatcalnych osrodkach
ciaglych.
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